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La physique des solides suscite beaucoup d’inte´reˆt en offrant la possibilite´ d’e´tudier des effets
quantiques de manie`re expe´rimentale et the´orique. Ce domaine a connu une e´volution dynamique
et aujourd’hui il existe une grande varie´te´ de me´thodes expe´rimentales permettant d’analyser les
proprie´te´s de ces mate´riaux. Du coˆte´ the´orique, la description de la matie`re condense´e par des
e´lectrons fortement corre´le´s constitue un proble`me de grande complexite´ dont le traitement par des
me´thodes analytiques et surtout nume´riques a fait des progre`s importants dans les deux dernie`res
de´cennies.
Les travaux pre´sente´s dans ce manuscrit de the`se traitent de syste`mes magne´tiques de basse di-
mensionalite´ sous champ magne´tique. Plus pre´cise´ment, nous cherchons a` de´river des hamilto-
niens effectifs qui de´crivent les proprie´te´s essentielles de la physique de basse e´nergie de syste`mes
de dime`res couple´s que nous conside´rons. Dans le chapitre I, nous motivons cette e´tude par une
pre´sentation de compose´s qui sont des exemples d’aimants quantiques unidimensionnels et bidi-
mensionnels. En particulier, nous mettons un accent sur des expe´riences montrant des plateaux
d’aimantation lors du processus d’aimantation. Une introduction des notions indispensables de la
mode´lisation de la matie`re condense´e sert a` faciliter la compre´hension et interpre´tation des re´sultats
expe´rimentaux. Dans le chapitre II, nous consolidons la mode´lisation the´orique en introduisant une
repre´sentation de dime`res qui trouve une correspondance dans d’autres mode`les, comme celui des
bosons de cœur dur. Graˆce a` la correspondance entre ces mode`les, nous sommes capables de discu-
ter un proble`me en utilisant diffe´rentes perspectives. Nous abordons la physique en une dimension
qui se distingue de celle en deux dimensions puisqu’en une dimension les quasi-particules du li-
quide de Fermi ne peuvent pas exister et on observe des excitations collectives. La discussion de la
the´orie inclut e´galement la de´rivation de la courbe d’aimantation d’un syste`me a` partir de son e´tat
fondamental et une revue de certaines phases que l’on trouve dans le mode`le de bosons de cœur
dur en deux dimensions.
Les me´thodes nume´riques applique´es dans cette the`se sont introduites dans le chapitre III.
Cette partie technique traite de la diagonalisation exacte, une me´thode tre`s puissante qui permet
d’acce´der a` toutes les observables d’un syste`me. Son de´savantage est la limitation a` des relati-
vement petits syste`mes, ce qui motive la de´rivation de mode`les effectifs en utilisant la me´thode
« Contractor Renormalization (CORE) » que nous discutons en de´tails. Cette me´thode non pertur-
bative peut eˆtre applique´e a` une grande varie´te´ de syste`mes, unidimensionnels ou bidimensionnels,
i
frustre´s ou non, que l’on ne peut pas traiter avec certaines autres me´thodes nume´riques perfor-
mantes.
Les re´sultats de notre e´tude se trouvent dans les chapitres IV, V, VI et VII. L’e´chelle de
spin sous champ magne´tique, que nous conside´rons dans le chapitre IV, est un syste`me quasi-
unidimensionnel tre`s connu et bien e´tudie´, qui nous sert a` tester l’approche CORE. Nous discutons
la fiabilite´ et la convergence de CORE pour cet exemple et trouvons un crite`re alternatif afin de
se´lectionner les e´tats qui forment la base de CORE. Ceci est effectue´ en de´rivant la courbe d’ai-
mantation de l’e´chelle de spin frustre´e et en analysant l’existence de plateaux d’aimantation. La
bicouche de Heisenberg sous champ magne´tique, que nous abordons dans le chapitre V, est un
syste`me bidimensionnel qui permet une approche CORE d’une certaine similarite´ par rapport a`
l’approche a` l’e´chelle de spin. Nous conside´rons des termes de saut et d’interaction de particules
du mode`le effectif dans le contexte d’une transition entre une phase superfluide et une phase solide
et donnons des arguments pour l’existence d’une phase supersolide. Le chapitre VI est consacre´ a`
l’e´tude de la chaıˆne de dime`res orthogonaux sous champ magne´tique qui permet la de´rivation d’un
mode`le effectif classique pour des aimantations infe´rieures a` un demi de la valeur sature´e. Avec
son mode`le effectif, l’approche CORE explique la se´rie infinie de plateaux que l’on trouve pour
ce mode`le. Enfin, le chapitre VII e´tudie le re´seau de Shastry-Sutherland sous champ magne´tique.
Nous pre´sentons des travaux the´oriques qui visent a` expliquer les expe´riences sur le compose´
SrCu2(BO3)2, une re´alisation du re´seau de Shastry-Sutherland, re´ve´lant plusieurs plateaux d’ai-
mantation qui sont vivement discute´s. Notre approche CORE pour ce proble`me permet de de´river
des mode`les effectifs avec des termes de saut et d’interaction de particules que nous comparons
avec d’autres approches the´oriques. Nous comparons nos pre´diction faites a` partir d’un mode`le
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Contexte expe´rimental et the´orique
Ce chapitre introduit le contexte the´orique et expe´rimental d’aimants quantiques sous champ
magne´tique. Dans la section 1, nous illustrons les notions indispensables des e´lectrons forte-
ment corre´le´s et pre´sentons les mode`les the´oriques correspondants. Nous discutons e´galement
des the´ore`mes importants dans le contexte de la physique de basse dimensionalite´ en absence ou
pre´sence d’un champ magne´tique. Ces notions servent a` faciliter la compre´hension des expe´riences
avec des compose´s re´els sous champ magne´tique qui motivent cette the`se et que nous pre´sentons
dans la section 2. L’accent est mis sur des compose´s, de´crits avec des mode`les unidimensionnels
et bidimensionnels, qui montrent des plateaux d’aimantation.
1 Repre´sentation des e´lectrons fortement corre´le´s
Dans la description des proprie´te´s e´lectroniques des solides, le liquide de Fermi est un mode`le
qui a connu beaucoup de succe`s malgre´ sa simplicite´. Introduit par Landau [1–3], le liquide de
Fermi e´tablit que les proprie´te´s physiques d’un grand nombre d’e´lectrons interagissants sont qua-
litativement les meˆmes que celles du gaz d’e´lectrons sans interaction dont les parame`tres sont
renormalise´s par les interactions. Le fait que ce mode`le soit capable de bien de´crire les proprie´te´s
macroscopiques de la majorite´ des me´taux est tout a` fait remarquable.
Dans cette the´orie, les excitations e´le´mentaires sont des quasi-particules qui correspondent a` des
e´lectrons avec des proprie´te´s renormalise´es par les interactions. Leur vecteur d’onde k et leur
e´nergie E(k) = k2/(2m∗) sont bien de´finis avec une masse effective m∗ qui est ge´ne´ralement
plus grande que la masse d’un e´lectron libre. Contrairement au gaz d’e´lectrons libres, la fonction
spectrale d’une quasi-particule n’est pas un pic δ, mais plutoˆt un pic lorentzien. Il est centre´ sur
ω = E(k) et sa largeur est proportionnelle a` (E −EF )2 ou` EF est l’e´nergie de Fermi qui est typi-
quement de l’ordre de quelques eV dans les solides. Comme l’e´nergie 1eV correspond a` peu pre`s
a` une tempe´rature de 104K, les proprie´te´s thermodynamiques sont essentiellement controˆle´es par
les excitations de basse e´nergie autour du niveau de Fermi. Remarquons, par contre, que le mode`le
du liquide de Fermi est limite´ a` des syste`mes de dimension D ≥ 2 et e´choue en une dimension.
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Comme nous le discutons dans la section 3 du chapitre II, en une dimension, il n’existe pas de
quasi-particules et les excitations sont des modes collectifs de charge et de spin.
L’inte´reˆt dans les syste`mes de basse dimensionalite´ s’explique, outre une mode´lisation relativement
simple du coˆte´ the´orique, par l’importance accrue des fluctuations quantiques. Graˆce au the´ore`me
de Mermin-Wagner [4, 5] on sait que les fluctuations quantiques empeˆchent la formation d’un
ordre a` longue distance quelle que soit la tempe´rature en une dimension et a` tempe´rature finie en
deux dimensions. Autrement dit, en une dimension, il ne peut pas exister de brisure de syme´trie
continue dans des syste`mes quantiques avec interactions a` courte porte´e et en dimension deux,
ceci n’est le cas qu’a` tempe´rature finie. Un vrai ordre, comme un e´tat Ne´el [6] qui brise la syme´trie
continue SU(2) de rotation de spin, n’est donc pas possible en une dimension ainsi qu’en deux di-
mensions pour T6=0. Dans des syste`mes de basse dimensionalite´, on observe donc une compe´tition
entre diffe´rents e´tats possibles avec un diagramme de phase riche en phases conventionnelles et
exotiques.
Le mode`le de Hubbard
Le mode`le le plus e´le´mentaire dans la the´orie de la matie`re condense´e pour de´crire les corre´lations
e´lectroniques est le mode`le de Hubbard [7–11] qui est exactement soluble en une dimension [12],
mais pas en deux ou trois dimensions. Puisque le principe de Pauli est respecte´, il existe quatre
e´tats |0〉, |↑〉, |↓〉 et |↑↓〉 sur une site. Dans les solides, on observe que l’interaction coulombienne
est e´crante´e et de´croıˆt avec la distance. Dans le mode`le de Hubbard, cet effet est pris en compte
avec une seule interaction U > 0 entre des e´lectrons sur le meˆme site en ne´gligeant les interactions
a` plus longue distance. En plus, on a l’inte´grale de transfert t qui de´crit un saut d’un e´lectron d’un
site a` un autre site premier voisin. Avec ces deux termes, le mode`le de Hubbard a` une bande se













ou` c†j,σ (cj,σ) est l’ope´rateur de cre´ation (d’annihilation) d’un e´lectron de spin σ =↑, ↓ au site j.
L’ope´rateur ni,σ = c†i,σci,σ = 0, 1 de´crit la densite´ e´lectronique dans l’e´tat σ sur le site i. Ce mode`le
permet facilement d’inclure des interactions a` plus longue distance, comme dans le mode`le de
Hubbard e´tendu, ou de ge´ne´raliser a` plusieurs bandes.
On remarque la syme´trie U(1) du mode`le de Hubbard, c’est-a`-dire la conservation du nombre total
de particules N = N↑ +N↓. Le spin total S est e´galement conserve´ et le mode`le est invariant par
rapport a` la rotation du spin. Cette syme´trie SU(2) implique en particulier la conservation du spin
selon la direction ~z, donc N↑−N↓ est conserve´. Le moment total est conserve´ graˆce a` l’invariance
du mode`le envers des translations du re´seau. Nous remarquons e´galement que dans le cas d’un
re´seau bipartite, l’e´nergie de l’e´tat fondamental ne de´pend pas du signe du terme de saut t en
raison d’une syme´trie particule-trou.
Conside´rons le mode`le de Hubbard au demi-remplissage : en une dimension, le syste`me est isolant
2
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de`s que U > 0, et en dimension D ≥ 2, on observe une transition de Mott [13–15] entre un
phase me´tallique pour une faible interaction U et une phase isolante pour U ≫ t. Dans la limite
de forte interaction U ≫ t et en utilisant la the´orie des perturbations, on peut montrer l’existence
d’une interaction effective entre deux e´lectrons du type Heisenberg J Si · Sj avec un couplage
antiferromagne´tique J = 4t2/U > 0.
Le mode`le de Heisenberg





















j ou` J > 0, (I.2)
et les ope´rateurs de spins Si = c†isσs,s′cis avec les matrices de Pauli σ. Dans la section 1 du
chapitre II, nous rappelons que les e´tats propres a` deux sites de l’interaction de Heisenberg sont un
singulet
( |↑↓〉 − |↓↑〉 )/√2 et les triplets {( |↑↓〉 + |↓↑〉 )/√2, |↑↑〉 et |↓↓〉}. Comme le mode`le
de Hubbard, ce mode`le n’est soluble exactement qu’en une dimension [16, 17]. Nous remarquons
les contributions diagonales d’Ising Szi Szj qui ont tendance a` aligner les spins dans des directions
oppose´es, comme dans l’e´tat Ne´el |↑↓↑↓ · · · ↑↓〉 [6]. Pourtant, ce n’est pas un e´tat propre du mode`le
de Heisenberg en raison des fluctuations quantiques, issues de la contribution de spin-flip S+i S−j +
S−i S
+
j qui renverse le spin selon l’axe ~z. En outre, en une dimension, l’e´tat Ne´el ne peut pas exister
comme le stipule le the´ore`me de Mermin-Wagner [4, 5].
Pour l’exemple de l’e´nergie du singulet, la contribution du terme Ising est −J
4
tandis que celle du
spin-flip est −J
2
. Ceci nous indique que les fluctuations quantiques abaissent l’e´nergie du syste`me
en favorisant le singulet, ou de manie`re e´quivalente des dime`res, entre deux sites. Dans ce contexte,
nous notons que l’approche d’Anderson [11, 18, 19] aux syste`mes antiferromagne´tiques dont la
fonction d’onde de l’e´tat fondamental est conside´re´e comme une superposition de pavages de
dime`res a connu beaucoup de succe`s.
Outre le the´ore`me de Mermin-Wagner [4, 5], le the´ore`me de Lieb-Schultz-Mattis [20] est de
grande importance pour le mode`le de Heisenberg en une dimension. Il stipule que les chaıˆnes
de spins demi-entiers ont soit un e´tat fondamental non-de´ge´ne´re´ avec un continuum d’excitations,
soit un gap qui est ne´cessairement associe´e avec une de´ge´ne´rescence et une brisure spontane´e
de la syme´trie de translation. Pour des chaıˆnes de spins entiers, en revanche, on peut avoir un
gap et un e´tat fondamental non-de´ge´ne´re´ [21–23]. Ceci se retrouve e´galement dans le the´ore`me
Yamanaka-Oshikawa-Affleck [24] qui se base sur les conside´rations du the´ore`me de Lieb-Schultz-
Mattis et traite des commensurabilite´s d’un syste`me unidimensionnel. Enfin, nous remarquons
qu’une ge´ne´ralisation du Lieb-Schultz-Mattis [20] existe en deux dimensions [25].
Dans le contexte d’aimants quantiques sous champ magne´tique, le the´ore`me d’Oshikawa-
Yamanaka-Affleck [26] est crucial puisqu’il examine les conditions d’existence de plateaux d’ai-
mantation. ´Egalement base´ sur le the´ore`me de Lieb-Schultz-Mattis [20], il de´montre qu’une chaıˆne
3
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de spin peut avoir un plateau d’aimantation par site msite si la maille e´le´mentaire inclut n spins S
et que
n(S −msite) ∈ Z. (I.3)
Des plateaux d’aimantation du syste`me m = msite
S
pour des fractions 0 < m < 1, que nous expri-
mons par rapport a` la valeur sature´e msat, sont donc lie´s a` la brisure de la syme´trie de translation
du syste`me.
Avec ces notions de la description des e´lectrons fortement corre´le´s, nous pre´sentons dans ce qui
suit des compose´s re´els correspondants et leur comportement sous champ magne´tique.
2 Revue expe´rimentale de syste`mes sous champ
magne´tique
Pendant les dix dernie`res anne´es, de nombreux compose´s de dime`res couple´s ont e´te´ synthe´tise´s et
analyse´s avec diffe´rentes me´thodes expe´rimentales. Ces compose´s sont classe´s selon leur dimen-
sionalite´ puisque la physique est souvent domine´e et capture´e par une structure unidimensionnelle
ou bidimensionnelle qui est suffisamment isole´e d’autres structures du meˆme type. Ainsi, pour
certains compose´s, on utilise un mode`le unidimensionnel afin de de´crire les degre´s de liberte´ per-
tinents puisque le compose´ consiste de chaıˆnes bien isole´es les unes des autres et avec lesquelles
une bonne description des proprie´te´s physiques est de´ja` possible. Nous pre´sentons des re´alisations
de mode`les unidimensionnels, comme la chaıˆne de spin ou l’e´chelle de spin dans la section 2.1.
En deux dimensions, il existe de nombreux mode`les, comme les re´seaux carre´, damier, triangu-
laire, hexagonal ou bien le re´seau Kagome´. Dans la section 2.2 nous illustrons certains exemples
de compose´s caracte´rise´s par un mode`le bidimensionnel comme la bicouche de Heisenberg ou le
re´seau de Shastry-Sutherland.
Nous nous inte´ressons en particulier a` la re´ponse des compose´s a` un champ magne´tique externe
et discutons des courbes d’aimantation pour les compose´s pour lesquels les expe´riences corres-
pondantes ont e´te´ effectue´es. Des expe´riences de re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN) nous
donnent e´galement des informations pre´cieuses en mesurant le gap de spin qui est e´gal au plateau
d’aimantation pour m = 0.
2.1 Syste`mes quasi-unidimensionnels sous champ magne´tique
Haldane [22] a conjecture´ que les chaıˆnes Heisenberg de spin-S ont un gap d’e´nergie de l’e´tat
fondamental a` un e´tat excite´ pour des spin-S entiers. Par contre, les chaıˆnes de Heisenberg n’ont
pas de gap pour des spin-S demi-entiers, c’est-a`-dire qu’il existe des excitations arbitrairement
basses dans la limite thermodynamique.
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En vue des chaıˆnes de spin-1 avec des couplages antiferromagne´tiques et alterne´s se pose donc la
question s’il y a un gap ou non. Si J indique le couplage entre les spins Si sur les sites i et δ indique





1− (−1)iδ)Si · Si+1. (I.4)
Selon Singh et Gelfand [28] une transition de phase a lieu pour un parame`tre d’alternance critique
δc = 0.25. Pour des liens faiblement alterne´s, on observe la phase de Haldane avec un gap de
spin tandis que pour des valeurs δ > δc, on observe une phase de singulets de dime`res qui est
aussi gappe´e. En plus, on peut prendre en compte le crite`re d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26]
de l’e´quation (I.3) qui s’applique aux chaıˆnes dime´rise´es. Pour le syste`me de l’e´quation (I.4), ce
crite`re autorise des plateaux non seulement pour des valeurs d’aimantation m = 0 et 1, mais aussi
pour m = 1
2
par rapport a` la valeur sature´e.
Le compose´ [Ni2(Medpt)2(µ-ox)(µ-N3)]ClO4 · 0.5 H2O (avec Medpt = methyl-bis(3-
aminopropyl)amine) est un repre´sentant des chaıˆnes de spin-1 avec des couplages antiferro-
magne´tiques et alterne´es. La figure I.1 illustre la structure du compose´ et montre la courbe d’ai-
mantation qui a e´te´ mesure´e par Narumi et al. [29]. Cette courbe confirme les pre´dictions d’Oshi-
kawa et al. (I.3) puisqu’on observe un gap de spin et donc un plateau pour m = 0 ainsi qu’un
plateau pour m = 1
2
. En plus, Narumi et al. [29] ont trouve´ un parame`tre d’alternance des liens
δ ∼ 0.7
1.3
≃ 0.54 et en conse´quence, l’e´tat fondamental de ce mate´riau est dans la phase de sin-
gulets de dime`res. En outre, ils notent une le´ge`re interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30]
de D/J = 0.08 en comparant leurs donne´es expe´rimentales avec des calculs de diagonalisation
exacte. Nous illustrons cette interaction plus loin dans la figure I.13 dans le contexte d’un compose´
bidimensionnel.
Un autre type de syste`me quasi-unidimensionnel sont les mate´riaux dits chaıˆnes zigzag qui
consistent en deux chaıˆnes couple´es. La section III.2.5 est consacre´e a` un exemple simple de
l’application de la me´thode CORE a` cette ge´ome´trie. Elle est, par ailleurs, e´quivalente a` la
chaıˆne J1 − J2 avec une interaction entre premiers voisins J1 et une interaction frustrante entre
deuxie`mes voisins J2. Pour le syste`me avec J2/J1 = 0.5, Majumdar et Ghosh [31, 32] ont trouve´











[33–35]. `A tempe´rature ambiante,
le compose´ NH4CuCl3 et les compose´s XCuCl3, ou` X=(K, Tl) ont la meˆme structure et sont des
exemples de chaıˆnes zigzag, comme le montre la figure I.2, ou de chaıˆnes J1 − J2. Shiramura et
al. [36] ont e´tudie´ NH4CuCl3 qui est un syste`me de spin-12 de Heisenberg. Bien que la structure
de NH4CuCl3 soit identique a` celle de KCuCl3 et TlCuCl3, son e´tat fondamental est magne´tique
et non gappe´, contrairement a` l’e´tat fondamental des deux autres compose´s qui est gappe´ et de
type de singulets de dime`res. La courbe d’aimantation, e´galement montre´e dans la figure I.2, est




ce qui pose des difficulte´s pour
les diffe´rentes approches the´oriques. Le crite`re d’Oshikawa et al. [26] donne´ par l’Eq. (I.3), as-
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FIG. I.1: `A gauche : (a) Structure sche´matique du compose´ [Ni2(Medpt)2(µ-ox)(µ-N3)]ClO4 · 0.5
H2O qui est une chaıˆne de spin-1 avec des liens alterne´s. (b) Coordination atomique
autour des sites de Ni (cercles noirs). `A droite : courbe d’aimantation de ce compose´ avec
un plateau pour m = 0 et 1
2
par rapport a` la valeur sature´e. D’apre`s Narumi et al. [29].
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socie des plateaux a` une pe´riodicite´ du syste`me et peut expliquer ces plateaux avec une maille
e´le´mentaire qui est compose´e de n = 8 sites. Par exemple, le plateau m = 1
4
est re´alise´ avec
quatre dime`res, chacun forme´ par les sites Ai et Bi, ou` un dime`re sur quatre est occupe´ par un tri-
plet polarise´ et les trois autres par des singulets. ´Evidemment, ce crite`re rend e´galement possibles
les plateaux m = 0 et m = 1
2
ou` le dernier correspond au sce´nario suivant : chaque deuxie`me
dime`re est occupe´ par un triplet polarise´ et ces dime`res sont se´pare´s par des dime`res occupe´s par
des singulets. Cette alternance de singulets et de triplets polarise´s sur les dime`res de´crit l’image du
plateau m = 1
2
que l’on a pour toute sorte d’e´chelle frustre´e. Rappelons par contre que le crite`re
d’Oshikawa est seulement un crite`re ne´cessaire et non suffisant et ces deux plateaux ne sont pas
observe´s dans les expe´riences. En plus, notons que ce crite`re est peu pre´dictif puisque l’on peut
peut en principe expliquer des plateaux pour toutes les valeurs p
q
commensurables et imaginables a`
condition que la maille e´le´mentaire contienne q sites. Ne´anmoins, Matsumoto [37] peut expliquer
les plateaux observe´s pour m = 1
4
et m = 3
4
en proposant un mode`le avec trois sous-re´seaux de
dime`res diffe´rents. Une autre approche pour ce proble`me a e´te´ effectue´e par Totsuka [38] en utili-
sant une technique de bosonisation. Il a trouve´ un plateau pour m = 1
2
, ce qui est en contradiction
avec les expe´riences et ne peut pas expliquer les plateaux pour m = 1
4
et m = 3
4
. Afin d’expli-
quer ces deux plateaux, Shiramura et al. [36] argumentent qu’un effet de distorsion provoque ce
comportement inattendu par la the´orie. Pour des basses tempe´ratures, une transition structurelle a
lieu : a` tempe´rature ambiante, on observe une structure cristalline de groupe de syme´trie P21/c
tandis qu’a` basse tempe´rature, la structure cristalline est caracte´rise´ par le groupe de syme´trie
P 1¯ [39, 40]. Ceci entraıˆne e´tats fondamentaux diffe´rents en fonction du champ magne´tique, en
particulier un e´tat fondamental gappe´ pour les deux re´gions avec un plateau d’aimantation. En re-
vanche, pour les re´gions ou` l’aimantation augmente de fac¸on continue avec le champ magne´tique,
l’e´tat fondamental est non gappe´.
La chaıˆne de diamant est aussi un exemple d’un syste`me quasi-unidimensionnel, mais elle est dif-
ficile a` e´tudier expe´rimentalement a` cause de l’absence de mate´riaux correspondants. Ne´anmoins,
il existe des mate´riaux similaires, notamment les chaıˆnes de diamant de´forme´es. Kikuchi et
al. [42, 43] ont mesure´ la courbe d’aimantation, la susceptibilite´ magne´tique ainsi que la cha-
leur spe´cifique d’un tel compose´ de spin-1
2
, a` savoir l’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2). Comme illustre´
dans la figure I.3, cette structure trime´rise´e est caracte´rise´e par trois interactions diffe´rentes et on
observe un plateau pour m/msat = 13 qui est en accord avec le crite`re d’Oshikawa et al. [26] (I.3)
pour S = 1
2
, n = 3 et msite = 16 . Les donne´es expe´rimentales re´ve`lent une anisotropie puisque le
plateau le long de l’axe cristallographique~b est plus petit que pour des directions perpendiculaires
a`~b.
Pour un autre compose´ du type de chaıˆne de diamant de´forme´e, il existe e´galement quelques
re´sultats expe´rimentaux, notamment pour Cu3Cl6(H2O)2 · 2H8C4SO2. Il s’agit d’un syste`me de
spin-1
2
pour lequel Ishii et al. [44] ont trouve´ un gap de spin ∆s ≈ 5.2K puisque l’aimantation
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FIG. I.2: `A gauche : (a) La structure des compose´s de XCuCl3, ou` X=(K, Tl, NH4) re´ve`le une
chaıˆne zigzag avec les interactions illustre´es dans (b). D’apre`s Takatsu et al. [41]. `A
droite, dans la courbe d’aimantatation de NH4CuCl3 le long l’axe cristallographique ~a,




. D’apre`s Shiramura et al. [36].
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FIG. I.3: `A gauche : la ge´ome´trie d’une chaıˆne de diamant de´forme´e avec les couplages J1, J2
et J3 et la structure sche´matique de l’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2) qui correspond a` cette
ge´ome´trie le long de l’axe cristallographique~b. `A droite : courbes d’aimantation de l’azu-
rite pour des basses tempe´ratures le long de~b (en haut) et perpendiculaire a`~b (en bas) qui
re´ve`lent une anisotropie. D’apre`s Kikuchi et al. [42].
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reste nulle pour des champs magne´tiques infe´rieurs a` un champ critique Hc ≈ 3.9T1. Malheureuse-
ment, la courbe d’aimantation n’est pas comple`tement accessible a` cause des champs magne´tiques
ne´cessaires trop e´leve´s. Par exemple, pour le champ magne´tique le plus fort de 58T, on se trouve
environ a` m = 1
3
et l’observation du plateau pour m = 1
3
ne´cessite des champs plus forts. Ainsi, on
ne peut pas encore ve´rifier les pre´dictions de Tonegawa et al. [45] et de Honecker et La¨uchli [46]





La chaıˆne de diamant est relie´e a` un autre type de chaıˆne qui est conside´re´ avec la me´thode CORE
dans le chapitre VI. Il s’agit de la chaıˆne de dime`res orthogonaux qui pre´sente une se´rie infinie de
plateaux d’aimantation sous champ magne´tique [47].
Apre`s les chaıˆnes de spin sous des diffe´rentes formes, comme les chaıˆnes zigzag ou les chaıˆnes
de diamant de´forme´es, abordons maintenant une autre ge´ome´trie quasi-unidimensionnelle, a` savoir
les e´chelles de spin. Elles sont tre`s inte´ressantes non seulement puisqu’il existe plusieurs compose´s
qui ont une structure d’e´chelle de spin, mais aussi puisqu’elles permettent d’e´tudier la transition
entre des syste`mes unidimensionnels et des syste`mes bidimensionnels, comme le discutent Dagotto
et Rice [48]. Ceci est rendu possible avec l’augmentation du nombre des montants de l’e´chelle :
pour des e´chelles a` seulement deux montants, on s’attend plutoˆt a` une physique unidimensionnelle
et pour des e´chelles avec un grand nombre de montants, on s’attend plutoˆt a` une physique bidi-
mensionnelle.
Les e´chelles de spin sont traite´es en grand de´tail dans le chapitre IV ou` elle nous servent a` e´tudier
quelques aspects techniques de la me´thode CORE.
Une famille d’e´chelles de spin-1
2
, repre´sente´e par la formule ge´ne´rique Srn−1Cun+1O2n, fut
de´couverte en 1991 par Hiroi et al. [49]. Comme le montre la figure I.4 a` gauche, le nombre de
montants de l’e´chelle est relie´ a` n de la fac¸on suivante : n = 3 (e´chelle a` deux montants), 5 (trois
montants), 7 (quatre montants), . . . Azuma et al. [50] ont mesure´ la susceptibilite´ magne´tique χ en
fonction de la tempe´rature T pour l’e´chelle a` deux montants ainsi que pour celle a` trois montants
et trouvent les courbes montre´es dans la figure I.4 a` droite. Elles permettent d’en tirer l’existence
et la taille d’un gap de spin ∆s, qui correspond a` un plateau d’aimantation pour m = 0, en utilisant
l’e´quation trouve´e par Troyer et al. [51] :
χ(T ) ∝ 1√
T
e−∆s/kBT . (I.5)
Ainsi, on trouve que l’e´chelle a` deux montants a un gap de spin de ∆s = 420K tandis que l’e´chelle
a` trois montants est non gappe´e. L’existence d’un gap de spin pour une e´chelle de spin a` deux
montants se comprend de fac¸on intuitive : si l’interaction sur les barreaux domine, alors la physique
1Rappelons quelques relations simples et pratiques afin de convertir des e´nergies typiques : entre l’e´nergie (en
e´lectronvolt, eV) et la tempe´rature (en Kelvin, K), on trouve 1eV
kB
= 11605K, soit a` peu pre`s 1eV ≃ 104K. Entre le
champ magne´tique (en Tesla, T) et la tempe´rature (en Kelvin, K), on trouve 1T·g ·µB = 1.16×10−4eV = 1.34K,
donc 1T≃ 1K. Les abre´viations sont : la constante de Boltzmann kB , le facteur de Lande´ g et le magne´ton de Bohr
µB .
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FIG. I.4: `A gauche : structure des e´chelles Srn−1Cun+1O2n pour n = 3 (2 montants) et n = 5
(3 montants), d’apre`s Rice [53]. `A droite : les susceptibilite´s expe´rimentales montrent
l’existence d’un gap de spin pour deux montants et son absence pour trois montants. Les
contributions de type loi de Curie des impurete´s ont e´te´ soustraites pour obtenir le signal
en trait plein. D’apre`s Azuma et al. [50].
de basse e´nergie est de´crite par des singulets isole´s sur les barreaux avec des triplets comme e´tats
excite´s. La diffe´rence d’e´nergie entre les deux e´tats correspond a` l’interaction sur le barreau et au
gap du spin ∆s en meˆme temps. Les expe´riences d’Azuma et al. [50] de´montrent l’existence ou
l’absence d’un gap de spin en fonction de la structure de l’e´chelle, ce qui confirme les pre´dictions
de Gopalan et al. [52]. Ils ont montre´ que les e´chelles de spin du type Srn−1Cun+1O2n sont gappe´es
pour un nombre pair de montants (ce qui correspond a` n = 3, 7, 11, ...) et non gappe´es pour un
nombre impair de montants (n = 5, 9, 13, ...).
Un autre compose´ dont la structure contient des e´chelles de spin-1
2
est La6Ca8Cu24O41 ou` on trouve
non seulement des plans d’e´chelles de spin, mais aussi des plans de chaıˆnes de spin, comme le
montre la figure I.5. Ce compose´ a e´te´ analyse´ par Matsuda et al. [54, 55] avec des expe´riences
de diffraction de neutrons qui indiquent un gap de spin. En outre, Matsuda et al. montrent qu’il y
a aussi une interaction cyclique a` quatre spins en comparant les donne´es expe´rimentales avec des
calculs de diagonalisation exacte. Cette interaction cyclique est de l’ordre de J/J⊥ = 0.1 par
rapport au couplage du barreau J⊥.
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FIG. I.5: Le mate´riau La6Ca8Cu24O41 fait partie de la famille de compose´s de Sr14Cu24O41 dont la
figure (a) montre la structure le long de l’axe cristallographique ~c. La structure contient
des plans avec des e´chelles et d’autres avec des chaıˆnes. D’apre`s Gozar et Blumberg [56].
Comme illustre´ dans la figure I.6, le mate´riau Cu2(C5H12N2)2Cl4 est aussi une e´chelle de spin-
1
2
. Avec des expe´riences de re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN), Chaboussant et al. [57–59]
ont trouve´ un gap de spin pour des basses tempe´ratures. En plus, il y a un re´gime ou` ce mate´riau
est un syste`me tridimensionnel et une autre ou il est caracte´rise´ comme un liquide de Tomonaga-
Luttinger [60, 61], c’est-a`-dire un syste`me unidimensionnel avec des interactions entre les spins
(cf. la section II.4). Cle´mancey et al. [62] ont aussi effectue´ des expe´riences qu’ils ont com-
pare´es avec des calculs de DMRG et arrivent a` un bon accord en introduisant une interaction
Dzyaloshinskii-Moriya [30] de D/J⊥ = 0.05 ou` J⊥ l’interaction sur un barreau de l’e´chelle.
Ensuite Capponi et Poilblanc [63] reprennent cette ide´e afin d’expliquer le comportement de la
chaleur spe´cifique sous champ magne´tique a` basse tempe´rature. En utilisant la diagonalisation
exacte, ils calculent la courbe d’aimantation montre´e dans la figure I.7 et confirment la valeur de
l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya trouve´e par Cle´mancey et al..
Un compose´ tre`s inte´ressant est l’e´chelle de spin-1
2
CuBr4(C5H12N)2 qui a e´te´ analyse´ par Klanjˇsek
et al. [65] avec des expe´riences de re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN). La figure I.8 montre
non seulement la structure du compose´, mais aussi la courbe d’aimantation qui a e´te´ mesure´e a`
tre`s basse tempe´rature, a` savoir a` T = 40mK. Cette courbe re´ve`le que le syste`me est dans un
re´gime unidimensionnel sauf pre`s des champs critiques ou` il est dans un re´gime tridimension-
nel. Cela est reconnaissable puisque l’aimantation est une fonction line´aire du champ magne´tique
pre`s des champs critiques non de racine carre´e comme pour les syste`mes unidimensionnels [66].
Les expe´riences de RMN montrent que J⊥/J‖ = 3.6, c’est-a`-dire l’interaction sur les barreaux
12
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FIG. I.6: `A gauche, structure de l’e´chelle de spin Cu2(C5H12N2)2Cl4, d’apre`s Cle´mancey et
al. [62]. `A droite, diagramme de phase de ce compose´ organique sous champ magne´tique

















FIG. I.7: Courbe d’aimantation du compose´ Cu2(C5H12N2)2Cl4 (cf. figure I.6) : les donne´es
expe´rimentales de Hayward et al. [64] sont compare´es avec des calculs pour une e´chelle
de Heisenberg avec une interaction Dzyaloshinskii-Moriya D. On observe un bon accord
pour D ≃ 0.05J⊥. D’apre`s Capponi et Poilblanc [63].
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FIG. I.8: `A gauche : (a) La structure du compose´ CuBr4(C5H12N)2 montre que les Cu2+ forment
une e´chelle de spin. (b) En fonction du champ magne´tique, on voit les parame`tres de
Luttinger K(H) et u(H) (calcule´s avec le DMRG). `A droite, courbe d’aimantation
expe´rimentale pour ce compose´, mesure´e a` T = 40mK. Les donne´es expe´rimentales
sont compare´es avec des calculs the´oriques et de DMRG pour J⊥/J‖ = 3.6. D’apre`s
Klanjˇsek et al. [65].
domine celle le long de l’e´chelle. En plus, en effectuant des calculs de DMRG base´s sur ces
re´sultats expe´rimentaux, on peut de´river les parame`tres de Luttinger u et K en fonction du champ
magne´tique pour ce compose´ (cf. la figure I.8 (b)). Nous brie`vement discutons le mode`le de
Luttinger-Tomonaga [60, 61] de fermions interagissants en une dimension dans la section 3 du
chapitre II et notons que ce syste`me permet de directement controˆler les parame`tres de Luttinger
en fonction du champ magne´tique ce qui est tout a` fait remarquable et tre`s utile afin d’e´tudier les
diffe´rentes proprie´te´s de ce type de syste`me.
2.2 Syste`mes quasi-bidimensionnels sous champ magne´tique
Le pigment de « pourpre de Han » (« Han purple » en anglais) est connu depuis longtemps et
constitue pourtant un compose´ qui a suscite´ beaucoup d’inte´reˆt re´cemment. Ce mate´riau de for-
mule chimique BaCuSi2O6 est un syste`me de spin-12 ou` des dime`res couple´s sont arrange´s selon
la ge´ome´trie de la bicouche de Heisenberg, comme le montre la figure I.9 qualitativement. Ces
dime`res peuvent eˆtre occupe´s par des singulets pour des faibles champs magne´tiques et par des
triplets polarise´s le long du champ magne´tique lorsque celui-ci est plus fort. Il y a une faible in-
teraction entre les couches qui est frustrante ce qui rend bien se´pare´es les couches l’une de l’autre
et par conse´quent, il s’agit d’un syste`me quasi-bidimensionnel. Jaime et al. [67] ont mesure´ la
susceptibilite´ magne´tique ainsi que la courbe d’aimantation et trouvent un gap de spin pour des
14
2. Revue expe´rimentale de syste`mes sous champ magne´tique
FIG. I.9: `A gauche : un plan de dime`res de Cu2+ dans le mate´riau BaCuSi2O6, connu comme
« pourpre de Han ». Les dime`res sont arrange´s dans un re´seau carre´ que l’on appelle
bicouche de Heisenberg puisque il s’agit des couplages J et J ′ de Heisenberg. `A droite :
la courbe d’aimantation de BaCuSi2O6 avec un gap de spin, mesure´e a` T = 1.5K. La
re´gion grise indique la phase ou` l’on observe un condensat de Bose-Einstein. D’apre`s
Jaime et al. [67].
basses tempe´ratures. Il est tre`s excitant qu’ils trouvent en plus une phase de condensation de Bose-
Einstein des triplets qui se sont forme´s sous champ magne´tique. Comme illustre´ par la figure I.9,
la comparaison des donne´es expe´rimentales avec des calculs de Monte Carlo Quantique donne un
tre`s bon accord et confirme le mode`le de la bicouche de Heisenberg ainsi que l’existence d’un
condensat de Bose-Einstein pour ce compose´.
Du coˆte´ the´orique, la ge´ome´trie de la bicouche de Heisenberg a aussi e´te´ e´tudie´e, par exemple par
Ng et Lee [68] ainsi que par Laflorencie et Mila [69]. Avec des calculs de Monte Carlo Quantique2,
ils ont trouve´ une phase supersolide pour une anisotropie 3 . ∆ . 4 de la composante de spin Sz
dans les interactions entre les dime`res. Remarquons e´galement l’e´tude de Sengupta et Batista [70]
qui montre une phase supersolide dans la bicouche de spin-1 de Heisenberg frustre´e et isotrope.
Ne´anmoins, une telle phase n’a pas encore e´te´ trouve´e expe´rimentalement.
Le chapitre V est de´die´ a` une e´tude de la bicouche de Heisenberg en utilisant la me´thode CORE. Le
mode`le effectif que nous de´rivons pour le cas anisotrope inclut aussi une phase supersolide, comme
le montre Picon et al. [71] dans une e´tude re´cente. Outre le cas anisotrope, nous conside´rons aussi
le cas de la bicouche isotrope et frustre´e.
Un autre repre´sentant des syste`mes bidimensionnels est le mate´riau La2CuO4 qui a e´te´ e´tudie´ par
2Des calculs de Monte Carlo Quantique sont faisables pour cet exemple puisqu’il s’agit d’un syste`me non-frustre´
et par conse´quent, il n’y a pas de termes hors-diagonaux positifs. Dans l’algorithme du Monte Carlo Quantique,
ceux-ci entraıˆnent des grandes difficulte´s avec l’apparition de probabilite´s ne´gatives.
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FIG. I.10: `A gauche : Maille e´le´mentaire du compose´ La2CuO4. Au centre : on reconnaıˆt un re´seau
carre´ dans la structure d’un plan de Cu+2 et O−2 qui est perpendiculaire a` l’axe cristal-
lographique ~c de ce compose´. D’apre`s Lee et al. [74]. `A droite : dispersion d’onde de
spin de La2CuO4. Le mode`le the´orique avec e´change cyclique a` quatre spins [73] (ligne
continue) donne un bon accord avec les donne´es expe´rimentales de Coldea et al. [72]
(triangles et extrapolation comme ligne pointille´e). D’apre`s Katanin et al. [73].
Coldea et al. [72] avec des expe´riences de diffraction de neutrons. La figure I.10 montre la structure
de ce compose´ qui est non gappe´ et de´crit par le mode`le bidimensionnel de Heisenberg avec un
e´change cyclique a` quatre spins J. L’existence de cette interaction a de´ja` e´te´ trouve´e par Coldea
et al. ainsi et ensuite, Katanin et Kampf [73] ont corrige´ la valeur a` J/J = 0.24 en effectuant des
calculs base´s sur la the´orie des ondes de spin.
La me´thode CORE permet aussi de de´river un mode`le effectif pour le mode`le bidimensionnel de
Heisenberg avec un e´change cyclique ce qui repre´sente une autre application inte´ressante de cette
me´thode.
Un compose´ qui a attire´ beaucoup d’attention pendant les dix dernie`res anne´es est le ce´le`bre
SrCu2(BO3)2 qui est mode´lise´ par le re´seau de Shastry-Sutherland [75–77]. Il s’agit d’un syste`me
de spins -1
2
qui forment des dime`res couple´s. La figure I.11 montre la structure et la ge´ome´trie ainsi
que la courbe d’aimantation. Les plateaux d’aimantation pour m = 1
4
et m = 1
8
ont e´te´ de´couverts
par Kageyama et al. [78] et ensuite Onizuka et al. [79] ont mesure´ le plateau pour m = 1
3
. Ko-
dama et al. [80, 81] ont analyse´ la structure du plateau m = 1
8
avec des expe´riences de re´sonance
magne´tique nucle´aire (RMN) et trouve´ une maille e´le´mentaire de 16 spins arrange´s dans un pa-
ralle´logramme qui est aussi illustre´e dans la figure I.12, a` gauche.
Plus re´cemment, des plateaux supple´mentaires en dessous du plateau m = 1
4
et pour des valeurs
16
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FIG. I.11: `A gauche : en haut, la structure du compose´ SrCu2(BO3)2 le long de l’axe cristallo-
graphique ~c ou` le cadre indique la maille e´le´mentaire. En bas, le re´seau de Shastry-
Sutherland correspond au re´seau des ions Cu2+ dans SrCu2(BO3)2. D’apre`s Kodama et
al. [80]. `A droite : la courbe d’aimantation de ce mate´riau manifeste un gap de spin et
plusieurs plateaux d’aimantation. D’apre`s Onizuka et al. [79].
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FIG. I.12: Pour le compose´ SrCu2(BO3)2 (cf. figure I.11), a` gauche : la maille e´le´mentaire de 16
spins pour le plateau m = 1
8
. Les valeurs moyennes de la composante du spin 〈Sz〉
d’un site sont indique´es par la couleur des points (rouge=ne´gative, bleu=positive) et
leurs tailles. D’apre`s Kodama et al. [80]. `A droite : la courbe d’aimantation, mesure´e
par Sebastian et al. [82] : en dessous du plateau m = 1
4
se trouve encore une varie´te´ de
plateaux indique´s par la susceptibilite´ inverse dH
dM
(en rouge).
plus exotiques ont e´te´ de´tecte´s par Sebastian et al. [82]. En conside´rant la susceptibilite´ inverse
dH
dM
dans la courbe d’aimantation, ils trouvent des plateaux pour m = 1
q
avec 4 ≤ q ≤ 9 ainsi
que pour m = 2
9
, comme illustre´ dans la figure I.12 (a` droite). La stabilite´ thermodynamique de





a` un mauvais calibrage du champ magne´tique ou aux conditions expe´rimentales des
champs magne´tiques pulse´s qui sont des expe´riences hors e´quilibre. En outre, Levy et al. [83]
et Takigawa et al. [84] trouvent une nouvelle phase qui est situe´e le´ge`rement au-dessus du pla-
teau m = 1
8
. Dans cette phase, ils constatent la pre´sence du parame`tre d’ordre d’une phase solide
puisqu’ils observent la cristallisation des triplets comme dans le plateaum = 1
8
. Et en plus, des pro-
prie´te´s d’une phase superfluide sont trouve´es puisque l’aimantation peut augmenter avec le champ
magne´tique dans cette phase. Toutefois, l’existence d’une phase supersolide qui contient les deux
parame`tres d’ordre de la phase solide et superfluide est exclue par la pre´sence d’une interaction
Dzyaloshinskii-Moriya.
Conside´rons cette interaction plus en de´tail dans ce qui suit. Dans le compose´ SrCu2(BO3)2, l’in-
teraction Dzyaloshinskii-Moriya affecte le couplage intra-dime`re J [30, 85, 86] ainsi que le cou-
plage inter-dime`re J ′ [87]. Tandis que le couplage inter-dime`re Dzyaloshinskii-Moriya re´sulte dans
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une consolidation du terme de saut des triplets, le couplage intra-dime`re Dzyaloshinskii-Moriya
entraıˆne une diffe´rence importante entre l’aimantation longitudinale mz (qui est aligne´e avec le
champ magne´tique hz) et l’aimantation transversale Ms (⊥ hz) [83]. Nous limitons donc notre
discussion de l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya au terme affectant le couplage intra-dime`re J et
nous illustrons ce couplage ainsi que la diffe´rence entre mz et Ms dans la figure I.13.
La figure I.13, a` gauche, montre une illustration de ce couplage qui est caracte´rise´ par un vecteur
D et qui apporte une contribution D · Si × Sj au hamiltonien du syste`me sous champ magne´tique
hz. Ce terme brise la syme´trie SU(2) et en plus, cette interaction brise la syme´trie de re´flexion
par rapport au plan du re´seau de Shastry-Sutherland [89]. En conside´rant la figure I.13, a` gauche,
on s’aperc¸oit que la minimisation de l’e´nergie avec la contribution de l’interaction intra-dime`re
Dzyaloshinskii-Moriya sous champ magne´tique hz favorise une inclinaison des spins vers le plan
de dime`res du re´seau de Shastry-Sutherland. Cette inclinaison des spins sous champ magne´tique
hz re´sulte dans une aimantation transverse alterne´e (« staggered » en anglais) Ms dans le plan
x − y de dime`res que l’on peut mesurer avec la re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN) [86]. En
plus, a` un ordre supe´rieur en D/J , une aimantation transverse uniforme Mu apparaıˆt qui est acces-
sible avec des expe´riences de couple τ en fonction du champ magne´tique [83, 88]. Enfin, on peut
acce´der a` l’aimantation longitudinale mz avec des expe´riences de RMN et en mesurant la force
dans un champ magne´tique inhomoge`ne selon Fz = −mz ∂hz∂z .
Dans les expe´riences avec SrCu2(BO3)2 [83], les courbes d’aimantation transverse alterne´e Ms
d’une part et d’aimantation longitudinale mz d’autre part montrent des diffe´rences importantes
pour des faibles aimantations m ≤ 1
8
, illustre´es dans la figure I.13, a` droite : la courbe de mz in-
dique tre`s clairement un grand gap de spin de ∆s ≈ 18T, contrairement a` la courbe de Ms ou` l’on
observe une aimantation finie pour des champs magne´tiques 5T≤ h ≤ 18T. Comme l’expliquent
Levy et al. [83], cette diffe´rence peut directement eˆtre attribue´e a` l’interaction Dzyaloshinskii-
Moriya sur les liens intra-dime`res J . Ces observations expe´rimentales nous montrent que l’inter-
action Dzyaloshinskii-Moriya peut avoir des conse´quences importantes sur le processus d’aiman-
tation, surtout pour des faibles aimantations m ≤ 1
8
.
Les nombreux re´sultats expe´rimentaux pour le compose´ SrCu2(BO3)2 suscitent aussi l’inte´reˆt des
the´oriciens qui cherchent une compre´hension des processus microscopiques. Une approche pro-
metteuse est la de´rivation de hamiltoniens effectifs qui a re´cemment e´te´ effectue´e par Dorier et
al. [90] en utilisant la the´orie des perturbations. La me´thode CORE a e´te´ applique´e au re´seau de
Shastry-Sutherland pour le meˆme but et la publication [91] ainsi que le chapitre VII discutent les
re´sultats en grand de´tail. Remarquons qu’en raison de la brisure de syme´trie de spin, l’interaction
Dzyaloshinskii-Moriya rend plus difficile les approches the´oriques et dans notre approche CORE
au re´seau de Shastry-Sutherland, par exemple, nous avons dans un premier temps ne´glige´ ce terme.
La recherche autour du compose´ SrCu2(BO3)2 reste donc tre`s active ce qui est aussi illustre´ par
Haravifard et al. [92] qui trouvent des excitations dans le gap de spin pour le compose´ dope´
SrCu2−xMgx(BO3)2.
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FIG. I.13: Pour le compose´ SrCu2(BO3)2 (cf. figure I.11) :
`A gauche : la structure sche´matique des dime`res forme´s par les ions Cu2+ (cercles noirs).
Le lien d’un dime`re de deux spins Si et Sj , qui sont oriente´s suivant ↑ ou ↓ dans l’axe
cristallographique ~c = ~z, a « la direction » i → j, indique´e par une fle`che noire. Pour
une interaction intra-dime`re Dzyaloshinskii-Moriya finie (vecteur D et fle`che verte),
une contribution supple´mentaire D · Si × Sj e´merge dans le hamiltonien. Sous champ
magne´tique hz qui est dirige´ vers ~z, la minimisation de l’e´nergie du syste`me favorise
une inclinaison des spins Si et Sj vers la direction ±~x pour les dime`res horizontaux et
vers la direction±~y pour les dime`res verticaux. Pour des aimantations mz ≤ 18 , les spins
incline´s vers le plan x−y engendrent une aimantation transverse alterne´e (« staggered »
en anglais) Ms (fle`che bleue) par rapport au champ magne´tique applique´ hz.
`A droite : courbe d’aimantation transverse alterne´e Ms et courbe d’aimantation longitu-
dinale mz, mesure´es avec la re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN). Afin de comparer
et ve´rifier, mz est e´galement de´rive´e en mesurant la force dans un champ magne´tique in-
homoge`ne selon Fz = −mz ∂hz∂z . En plus, l’aimantation transverse alterne´e est compare´e
avec des re´sultats de couple τ en fonction du champ magne´tique. Le couple τ permet de
de´tecter une aimantation transverse uniforme Mu qui apparaıˆt a` un ordre supe´rieur en
D/J par rapport a` l’aimantation transverse alterne´e Ms [88]. D’apre`s Levy et al. [83].
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FIG. I.14: `A gauche : maille e´le´mentaire du mate´riau Yb2Pt2Pb. Au centre : re´seau de Shastry-
Sutherland dans la structure des Yb dans les couches « Yb Layer1 » en haut et « Yb
Layer2 » en bas. `A droite : pour ce compose´, l’inverse de la susceptibilite´ magne´tique en
fonction de la tempe´rature de´vie de la loi de Curie-Weiss et montre une forte anisotropie.
D’apre`s Kim et al. [93].
La ge´ome´trie du re´seau de Shastry-Sutherland se retrouve dans un certain nombre d’autres com-
pose´s, comme par exemple dans Yb2Pt2Pb. Kim et al. [93] ont synthe´tise´ ce compose´ et effectue´
entre autres des expe´riences d’aimantation et de chaleur spe´cifique. La figure I.14 montre leurs
re´sultats pour la susceptibilite´ magne´tique avec une tre`s forte anisotropie ainsi que la structure.
Un groupe de compose´s de borides de terres rares XB4, ou` X=(Tb, Er, Tm), est caracte´rise´ par le
re´seau de Shastry-Sutherland avec un spin plus e´leve´. Des expe´riences montrent des plateaux d’ai-






pour TbB4 [94], un plateau d’aimantation m = 12 pour ErB4 [95] et enfin




pour TmB4 [96, 97]. Le spin e´leve´ de ces compose´s motive
une e´tude the´orique tre`s re´cente de Moliner et al. [98] du re´seau de Shastry-Sutherland classique
(c’est-a`-dire le spin S → ∞) qui re´ve`le un quasi-plateau m = 1
3
pour un rapport des couplages
intra-dime`re J et inter-dime`re J ′ de J ′/J = 0.5.
Notons enfin que le re´seau de Shastry-Sutherland avec un spin e´leve´ est e´galement re´alise´ dans le
compose´ Nd2BaZnO5 [99].
3 Conclusion partielle
Comme nous l’avons vu dans ce chapitre, il existe de nombreux compose´s de basse dimensionalite´
qui ont des diagrammes de phase et des comportements sous champ magne´tique inte´ressants. Les
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expe´riences avec les syste`mes quasi-unidimensionnels identifient des compose´s gappe´s, comme
certaines e´chelles de spin, ainsi que l’existence de plateaux d’aimantation avec m 6= 0 pour des
syste`mes frustre´s, comme certaines chaıˆnes zigzag ou chaıˆnes tordues. En deux dimensions, la phy-
sique est tre`s riche avec diffe´rentes phases conventionnelles ou exotiques et on observe e´galement
une varie´te´ de compose´s frustre´s qui montrent plusieurs plateaux d’aimantation.
Graˆce a` la synthe`se de nouveaux compose´s et aux bobines supraconductrices et re´sistives, et aux
champs magne´tiques pulse´s qui permettent d’examiner les compose´s sous champs magne´tiques de
plus en plus forts, ce domaine de la physique promet de continuer son e´volution dynamique.
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Chapitre II
Notions sur les aimants quantiques en
une et deux dimensions
Dans ce chapitre nous illustrons le fondement de la physique de syste`mes de dime`res couple´s an-
tiferromagne´tiquement en une et deux dimensions. Pour les mode`les correspondant aux compose´s
pre´sente´s dans les sections 2.1 et 2.2 du chapitre I, nous introduisons des formulations et des outils
pratiques. Ceci nous permet d’interpre´ter plus facilement et de mieux comprendre les quantite´s
et proprie´te´s les plus importantes des syste`mes sous champ magne´tiques que nous e´tudions dans
les chapitres IV a` VII avec des me´thodes nume´riques et surtout avec la me´thode de Contractor
Renormalization (CORE), discute´e dans la section 2 du chapitre III.
Ce chapitre est structure´ comme suit : dans la section 1, nous introduisons les mode`les qui de´crivent
la physique de basse e´nergie d’un dime`re sous champ magne´tique. Ceci est applique´ a` l’exemple
de l’e´chelle de spin pour laquelle nous pre´sentons e´galement des re´sultats the´oriques du processus
d’aimantation qui montre des plateaux d’aimantation. De fac¸on ge´ne´rale et pour des syste`mes phy-
siques quelconques, nous pre´cisons dans la section 2 la de´rivation du processus d’aimantation et
de la courbe d’aimantation a` partir de l’e´nergie de l’e´tat fondamental sous champ magne´tique. En
utilisant la correspondance entre les diffe´rents mode`les que nous utilisons pour l’interpre´tation de
la physique, nous expliquons e´galement les phases qui correspondent a` un certain comportement
de la courbe d’aimantation. Dans la section 3, nous illustrons les aspects les plus importants de
la physique en une dimension en pre´sentant une bre`ve introduction a` la transformation de Jordan-
Wigner [100] et au mode`le de Tomonaga-Luttinger [60, 61]. En particulier, nous analysons le
diagramme de phase avec une phase isolante et gappe´e qui correspond aux aimants quantiques
unidimensionnels. Enfin, la section 4 est consacre´e a` une discussion d’aimants quantiques bidi-
mensionnels que nous effectuons en analysant les phases du mode`le de Bose-Hubbard d’un re´seau
carre´ sous champ magne´tique. Avec l’exemple du re´seau de Shastry-Sutherland, nous traitons
e´galement une version bidimensionnelle de la transformation de Jordan-Wigner afin de calculer
la courbe d’aimantation correspondante.
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FIG. II.1: L’e´chelle de spin avec le couplage J⊥ sur les barreaux, Jx sur les liens le long de l’e´chelle
et Jd sur les liens diagonaux. Dans notre e´tude J⊥ = 1.
1 Description des dime`res sous champ magne´tique avec
l’exemple de l’e´chelle de spin
Afin d’e´tudier le comportement de syste`mes magne´tiques quantiques sous champ magne´tique,
nous conside´rons le mode`le de spin-1
2
de Heisenberg qui s’ave`re eˆtre un mode`le simple qui capture
l’essentiel de la physique. Dans notre travail, nous nous inte´ressons en particulier a` des compose´s
de dime`res couple´s dont l’e´chelle de spin-1
2
de Heisenberg a` deux montants est un bon exemple
pe´dagogique. Ce mode`le se retrouve dans diffe´rents compose´s, comme discute´ dans la section I.2.1
(cf. les figures I.4, I.5 et I.6). Nous discutons l’application de notre me´thode de Contractor Renor-
malization aux e´chelles en de´tail dans le chapitre IV. Conside´rons dans ce qui suit une e´chelle de




















Comme le montre la figure II.1, l’indice r = 1, · · · , L indique les L barreaux de l’e´chelle et
i = 1, 2 de´finit les deux chaıˆnes qui constituent l’e´chelle. Les spins S =↑, ↓ sur chaque site sont
couple´s de fac¸on suivante : l’interaction J⊥ = 1 de´finit les barreaux qui sont des dime`res, ensuite,
le couplage Jx agit le long des deux chaıˆnes qui constituent l’e´chelle et enfin, le couplage Jd est une
interaction diagonale frustrante. Remarquons la syme´trie qui nous permet d’e´changer les couplages
Jx et Jd. Enfin, le dernier terme de l’e´quation (II.1) de´crit le couplage au champ magne´tique h.
Dans le chapitre IV, nous pre´sentons des courbes d’aimantation et le diagramme de phase (cf.
les figures IV.1 et IV.2 (b)), calcule´es pour des tailles finies a` partir du mode`le microscopique en
utilisant la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du chapitre III).
Conside´rons le cas spe´cial d’une e´chelle de spin dont tous les couplages sauf J⊥ = 1 sont nuls ce
qui nous donne des dime`res isole´s sur les barreaux. Un de ces dime`res consiste de deux spin-1
2
,
et en conse´quence, son espace de Hilbert est compose´ de quatre e´tats, a` savoir un singulet |s〉 de
parite´ impaire avec spin total S = 0 et la composante du spin Sz = 0 ainsi que trois e´tats d’un
triplet de parite´ paire avec S = 1 et Sz = −1, 0 et +1. Si dans la configuration |σ1σ2〉, le spin σ1
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FIG. II.2: ´Energies des e´tats d’un dime`re couple´ par une interaction J en fonction d’un champ
magne´tique h. Pour notre exemple (cf. e´quation (II.2), J = J⊥.
(σ2) se trouve sur la chaıˆne 1 (2), on a :
|s〉 = 1√
2
( |↑↓〉 − |↓↑〉 ) et E|s〉 = −3
4
J⊥,
|t−1〉 = |↓↓〉 et E|t−1〉 =
1
4
J⊥ + h, (II.2)
|t0〉 = 1√
2
( |↑↓〉+ |↓↑〉 ) et E|t0〉 = 14J⊥,




Comme le montre la figure II.2, en absence d’un champ magne´tique h, on observe un spectre
gappe´ et le premier e´tat excite´, qui correspond aux triplets, avec une e´nergie plus e´leve´e de J⊥ par
rapport a` l’e´tat fondamental singulet. La de´ge´ne´rescence des triplets est ensuite leve´e sous champ
magne´tique h, connu comme splitting de Zeeman. En plus, on note que pour le champ magne´tique
h = J⊥, l’e´tat fondamental d’un dime`re change du singulet |s〉 au triplet polarise´ |t+1〉 et que
l’aimantation du syste`me saute de nul a` saturation de manie`re discontinue.
Si les couplages Jx et Jd ont des valeurs finies, mais petites par rapport au couplage d’un barreau
J⊥, cette transition n’a plus lieu pour le champ magne´tique pre´cis hc = J⊥, mais plutoˆt dans une
re´gion entre h1c et h2c , ou` la grandeur de (h2c − h1c) est de´termine´e par le plus grand couplage parmi
Jx et Jd. Afin de mieux comprendre le comportement du syste`me entre h1c ≤ h ≤ h2c dans la limite
0 < |Jx|, |Jd| ≪ |J⊥|, nous divisons le hamiltonien (II.1) en deux parties :



















Sr,1 · Sr+1,2 + Sr,2 · Sr+1,1
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Comme chaque barreau peut eˆtre dans l’e´tat |s〉 ou |t+1〉, l’e´tat fondamental de H0 est 2L fois
de´ge´ne´re´ et le premier e´tat excite´ a une e´nergie J⊥. La de´ge´ne´rescence de l’e´tat fondamental est
leve´e parH1, et on peut de´river un hamiltonien effectif en utilisant la the´orie des perturbations. En
suivant Mila [101], nous introduisons les ope´rateurs σr qui sont des ope´rateurs de pseudo-spin-12
agissants sur les deux e´tats |s〉r et |t+1〉r du barreau r selon :
σzr |s〉r = −
1
2




σ+r |s〉r = |t+1〉r, σ+r |t+1〉r = 0 (II.4)
σ−r |s〉r = 0, σ−r |t+1〉r = |s〉r.























ou` les parame`tres sont donne´s par :













Le hamiltonien de l’e´quation (II.5) est aussi connu comme mode`le de spin XXZ dans un champ
magne´tique longitudinal [66, 103–105] dont on connaıˆt les diffe´rentes proprie´te´s, comme les fonc-
tions de corre´lation.
Afin de faciliter la discussion suivante, nous effectuons une transformation de Jordan-Wigner [100,
106] pour le mode`le effectif. Comme nous discutons dans la section 3 de ce chapitre, cette trans-
formation est donne´e par l’e´quation (II.22) et re´sulte dans un mode`le t − V unidimensionnel de
















Ici, l’ope´rateur c†r (cr) cre´e (annihile) un fermion sans spin sur le site effectif r de sorte que le
terme t de´crit le saut d’un tel fermion d’un site a` un site voisin. Ensuite, V est l’interaction entre
deux fermions voisins et µ est le potentiel chimique. Notons que cette transformation s’applique
a` des syste`mes unidimensionnels et afin d’effectuer une telle transformation en deux dimensions,
on a besoin d’introduire un champ magne´tique fictif [107, 108], comme nous discutons dans la
section 4 de ce chapitre.




1. Description des dime`res sous champ magne´tique avec l’exemple de l’e´chelle de spin
Sous-espace re´el Mode`le de pseudo-spin-1
2
Bosons de cœur dur
triplet polarise´ |t+1〉 spin up σ =↑ site occupe´ •
singulet |s〉 spin down σ =↓ site vide ◦
champ magne´tique h champ magne´tique heff potentiel chimique µ
composante du spin Sz composante du spin σz nombre de particules n
Phases observables et parame`tres d’ordre correspondants
aimantation transverse mtrans phase superfluide
aimantation longitudinale mlong phase solide, cristalline
et mtrans et mlong phase supersolide
TAB. II.1: Correspondance entre les diffe´rents langages utilise´s dans l’e´quation (II.1) pour le
mode`le de spin-1
2
dans le sous-espace re´el, dans l’e´quation (II.5) pour le mode`le de
pseudo-spin σ = 1
2
et dans l’e´quation (II.7) pour le mode`le de bosons de cœur dur.
ope´rateurs σ+r et σ−r d’une part et le mode`le de bosons de cœur avec les ope´rateurs de cre´ation
b†r et d’annilihation br d’autre part [109] :






En conclusion, comme nous montrons dans le tableau II.1, un barreau de l’e´chelle de spin occupe´
par un triplet polarise´ |t+1〉 se traduit en site effectif occupe´ par un boson de cœur dur (note´ comme
•) [38, 110]. En revanche, un barreau occupe´ par un singulet |s〉 correspond a` un site effectif vide
(note´ comme ◦) et un boson est donc absent sur ce site.
En utilisant les parame`tres de l’e´quation (II.6), nous pouvons exprimer les termes t, V et µ de












µ = −heff − Jeffz = J⊥ − h.
Les champs magne´tiques critiques h1c et h2c peuvent enfin eˆtre calcule´s au premier ordre en
conside´rant le potentiel chimique d’un boson µ dans un syste`me vide ou bien le potentiel chimique
d’un trou µh dans un syste`me comple`tement rempli. Avec 2|t| = µ pour h1c et 2|t| = µh pour h2c ,
on peut exprimer les deux champs magne´tiques critiques en termes des couplages de l’e´chelle de
spin :
h1c = J⊥ − Jx + Jd et h2c = J⊥ + 2Jx. (II.10)
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Notons que ces valeurs sont en bon accord avec les expe´riences pour le compose´
Cu2(C5H12N2)2Cl4 [57].
Conside´rons maintenant deux cas diffe´rents pour l’e´chelle de spin : premie`rement, l’e´chelle non
frustre´e avec Jd = 0 ce qui implique Jeffxy = 2Jeffz = Jx. Il s’agit d’un syste`me non gappe´ qui se
trouve dans la classe d’universalite´ XY du mode`le anisotrope de Heisenberg et qui est de´crit par
le mode`le du liquide de Luttinger [66]. Ce mode`le qui traite des fermions interagissants dans une
dimension est brie`vement discute´ dans la section 3. Et deuxie`mement, nous conside´rons l’e´chelle
frustre´e avec Jx 6= 0 et Jd 6= 0. Pour des relativement petites valeurs de Jx, ce syste`me se trouve a`
nouveau dans la classe d’universalite´ XY. En revanche, une transition de premier ordre a` la classe
d’universalite´ Ising a lieu lorsque Jeffxy = Jeffz ce qui se traduit par
Jd = Jx/3 (II.11)
en termes de couplages de l’e´chelle de spin et a`
V/|t| = 2 (II.12)
dans le langage de fermions sans spin (et de fac¸on e´quivalente de bosons de cœur dur). Dans la li-
mite d’Ising pour un couplage V relativement fort, le syste`me est demi-rempli et isolant [111]
et l’e´chelle de spin correspondante posse`de un plateau d’aimantation en fonction du champ
magne´tique h pour m = 1
2
par rapport a` la valeur sature´e. En analysant l’e´chelle de spin de fac¸on
syste´matique [102, 112], on trouve les diffe´rentes proprie´te´s des e´chelles de spin, et nous montrons
les courbes d’aimantation et le diagramme de phase d’une e´chelle de spin frustre´e avec Jx = Jd
dans la figure II.3.
Nous retrouvons le crite`re (II.12) pour le plateau d’aimantation m = 1
2
d’une e´chelle de spin dans
la section 1 du chapitre IV ou` nous comparons nos re´sultats analytiques de l’application de la
me´thode de CORE a` porte´e 2 avec les re´sultats perturbatifs. En conside´rant la figure IV.2, on note
que l’approche perturbative marche bien pour des petites valeurs de Jx et Jd, mais a des difficulte´s
pour des valeurs plus e´leve´es que l’on ne peut plus traiter comme une perturbation.
Discutons dans ce qui suit la de´rivation de courbes d’aimantation a` partir de la connaissance de
l’e´tat fondamental et les phases le plus importantes que l’on peut trouver dans des syste`mes de
dime`res couple´s.
2 Courbe d’aimantation et phases correspondantes
Pour des champs magne´tiques externes h (aussi de´note´s par B) de diffe´rentes amplitudes, des
syste`mes de spin de Heisenberg antiferromagne´tiques re´agissent en montrant diffe´rents comporte-
ments typiques. Afin d’e´tudier ces effets comme des gaps de spin ou des plateaux d’aimantation,
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FIG. II.3: (a) courbes d’aimantation et (b) diagramme de phase de l’e´chelle de spin frustre´e de
l’e´quation (II.1) avec la notation J = Jx = Jd et J ′ = J⊥. Dans (b), les lignes e´paisses
indiquent des transitions de premier ordre, les lignes fines de deuxie`me ordre. D’apre`s
Honecker et al. [102]. Voir aussi la figure IV.2.
conside´rons l’exemple du mode`le bidimensionnel de spin-1
2








ou` la notation 〈i, j〉 indique des proches voisins et nous nous inte´ressons en particulier au processus
d’aimantation de ce syste`me. Ceci nous facilitera la compre´hension du processus d’aimantation
dans les syste`mes de dime`res couple´s que nous analysons dans les chapitres IV a` VII. Avec les
correspondances du tableau II.1, nous notons que la courbe d’aimantation m(h) est e´quivalente au
nombre de particules en fonction du potentiel chimique n(µ) dans le langage des bosons de cœur
dur.
`A tempe´rature nulle et en absence d’un champ magne´tique, le mode`le bidimensionnel de Hei-
senberg est divise´ en deux sous-re´seaux avec des aimantations partielles oppose´es qui s’an-
nulent [113, 114]. En appliquant un champ magne´tique h et en augmentant son amplitude, l’ai-
mantation partielle des deux sous-re´seaux va tourner et a tendance a` s’aligner avec le champ
magne´tique applique´. Comme le montrent les figures II.4 (a) - (d), ce processus s’arreˆte lorsque
le champ magne´tique de´passe une valeur critique hsat (ou bien Bsat) et l’aimantation totale atteint
saturation.
Afin de calculer la courbe d’aimantation m(h), nous de´finissons l’e´nergie par site e(m) =
E(m)/N du syste`me, qui est une fonction de l’aimantation normalise´e m = M
Msat
. Pour un champ
magne´tique h donne´, nous minimisons la somme de l’e´nergie par site et la contribution du champ








Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deux dimensions
FIG. II.4: Courbes de l’e´nergie par site e = E/N en fonction de l’aimantation m = 2S/N (en
haut) et courbes d’aimantation m correspondantes en fonction du champ magne´tique h
(ou B) (en bas). Les comportements d’aimantation typiques sont illustre´s : (a) courbe
line´aire, (b) gap de spin, (c) plateau d’aimantation et (d) saut d’aimantation. D’apre`s
Lhuillier et Misguich [113, 114].
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et on a h = ∂e(m)
∂m
. Nous effectuons donc une transformation de Legendre afin de calculer la courbe
d’aimantation m(h) a` partir de l’e´nergie e(m). Pour l’exemple d’un re´seau carre´ du mode`le de
Heisenberg antiferromagne´tique (cf. l’e´quation (II.13)) nous trouvons que l’e´nergie e(m) = m2
2χ0
est quasiment quadratique et comme le montre la figure II.4 (a) cela re´sulte dans une courbe d’ai-
mantation presque line´aire.
Pour des syste`mes plus complexes, on peut aussi trouver des plateaux d’aimantation et nous
conside´rons l’e´nergie par site e(m) afin de les expliquer. Comme le montre la figure II.4 (b),
un gap de spin ∆s implique l’existence d’un plateau d’aimantation pour m = 0 pour des champs
magne´tiques infe´rieurs a` un champ critique h1 (ou bien B1). Un gap de spin apparaıˆt si l’e´nergie
par site e(m) a une pente strictement positive a` aimantation nulle, et plus pre´cise´ment, sa taille se




= ∆s ∼ h1. Dans le langage des bosons de cœur dur, le gap de
spin ∆s et le champ magne´tique h1 correspondent au potentiel chimique µ1 a` partir duquel la bande
commence a` se remplir. Cette transition peut eˆtre critique et de premier ordre, comme par exemple
en une dimension ou` on trouve m ∼ √δh en conside´rant des magnons interagissants d’une chaıˆne
de spins entiers [115]. Comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, pour un dime`re qui
consiste de deux spin-1
2
de Heisenberg et en absence d’un champ magne´tique, le couplage J entre
les deux spins est e´gal a` l’e´nergie entre l’e´tat fondamental et le premier e´tat excite´, c’est-a`-dire
le couplage J correspond au gap de spin. Ceci est aussi le cas pour des e´chelles de spin dont les
barreaux sont faiblement couple´s et la physique est domine´e par des dime`res isole´s.
Des plateaux d’aimantation avec des valeurs d’aimantation finies, comme le montre la fi-
gure II.4 (c), peuvent apparaıˆtre pour des syste`mes frustre´s [116]. Ce sont des syste`mes anti-
ferromagne´tiques, souvent avec des couplages entre premiers et deuxie`mes voisins qui sont en
compe´tition. Ce sce´nario est re´alise´ dans de nombreux mode`les, parmi lesquels on trouve en une
dimension la chaıˆne zigzag (cf. la section I.2.1) et les e´chelles de spin frustre´es que nous abordons
dans le chapitre IV. En deux dimensions, le mode`le de Heisenberg sur un re´seau triangulaire, du
type Kagome´ ou de ge´ome´trie en damier en sont des exemples ainsi que le re´seau de Shastry-
Sutherland, que nous e´tudions dans le chapitre VII. Comme le montre la figure II.4 (c), un plateau
d’aimantation correspond a` une discontinuite´ de ∂e(m)
∂m
qui saute d’une valeur B1 a` B2. La situation
est comparable au gap de spin puisque des excitations magne´tiques qui augmentent ou diminuent
l’aimantation totale sont gappe´es entre les champs magne´tiques B1 et B2 et l’aimantation m(h)
reste constante. Comme pour le gap de spin, on peut e´galement trouver des comportements cri-
tiques aux bords du plateau. Nous allons discuter les plateaux d’aimantation en grand de´tail pour
diffe´rents syste`mes dans les chapitres IV a` VII puisqu’ils sont au cœur de cette the`se. Rappelons
dans ce contexte que le crite`re pour l’existence de plateaux d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26]
a de´ja` e´te´ pre´sente´ dans la section I.1. Concre´tisons les plateaux d’aimantation en conside´rant
l’exemple d’une e´chelle de spin frustre´e, pour laquelle on observe un plateau pour m = 1
2
dont la
taille est relie´e au couplage frustrant. La physique correspondante est de´crite par la configuration
ou` chaque deuxie`me barreau est occupe´ par un triplet polarise´ |t+1〉 (c’est-a`-dire une particule dans
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le langage des bosons de cœur dur) et les barreaux restants par des singulets |s〉 (des sites vides).
Ensuite, la taille du plateau se calcule avec le couˆt d’e´nergie afin d’enlever ou d’ajouter une parti-
cule.
Enfin, la figure II.4 (d) montre une transition me´tamagne´tique qui est caracte´rise´e par un saut d’ai-
mantation duˆ a` une courbe e(m) concave. Comme le discutent Lhuillier et Misguich [113, 114],
ce comportement peut apparaıˆtre dans des aimants quantiques pour des syste`mes frustre´s avec
des configurations qui correspondent a` des e´tats quasi-de´ge´ne´re´s appartenant a` diffe´rentes phases
avec diffe´rentes brisures de la syme´trie spatial. Une autre explication sont des impurete´s dans les
compose´s magne´tiques.
Conside´rons maintenant la courbe d’aimantation dans le contexte de la correspondance entre le
mode`le de Heisenberg microscopique pour les dime`res et le langage des bosons de cœur dur [109,
115, 117, 118] qui est re´capitule´ dans le tableau II.1 de la section pre´ce´dente.
– Nous remarquons qu’une phase superfluide pour les bosons de cœur dur correspond a` l’absence
d’un plateau d’aimantation, plus pre´cise´ment a` une courbe m(h) continue et strictement crois-
sante. On observe en outre que le syste`me posse`de une compressibilite´ finie et que la syme´trie
de jauge U(1) est brise´e pour des syste`mes de dimensionD > 1. Dans cette phase, les particules
peuvent se de´placer et sauter d’un site a` un autre et en conse´quence, il s’agit d’un gaz de bosons
interagissants qui sont ge´ne´ralement dans l’e´tat de condensation de Bose [38, 110, 115, 119].
– En revanche, un plateau d’aimantation correspond a` une phase solide avec la cristallisation des
particules de manie`re commensurable, ame´nage´es dans un cristal de Wigner [26, 78, 80, 119] qui
brise la syme´trie de translation. Les particules cristallise´es ne peuvent pas se de´placer en raison
d’un terme de saut t trop faible (V ≥ 2|t|, cf. l’e´quation (II.12)) par rapport au couplage V .
Dans le langage de bosons de cœur dur, cette cristallisation de particules correspond a` une onde
de densite´ de charge et on note en plus que le syste`me est incompressible [110]. Remarquons
que la transition entre une phase superfluide et une phase solide correspond a` la transition de
Mott [13–15] entre une phase me´tallique et une phase isolante dans le langage de fermions sans
spin.
– Et enfin, une phase supersolide [109, 117], qui re´unit les parame`tres d’ordre de ces deux
phases [68, 69, 71, 120–122] et qui brise a` la fois la syme´trie de jauge U(1) et la syme´trie de
translation, est caracte´rise´e par une courbe m(h) continue et strictement croissante comme dans
la phase superfluide. En utilisant une image qualitative de cette phase, on note des particules
qui sautent d’un site a` un autre et en plus, des particules cristallise´es et fixe´es entre lesquelles
se de´placent d’autres particules en sautant. Remarquons, par contre, qu’il s’agit d’une phase
exotique qui n’a jamais e´te´ observe´e dans des expe´riences.
Nous faisons re´fe´rence a` la section 4 de ce chapitre ou` nous discutons en profondeur le mode`le
de Bose-Hubbard en deux dimensions et les diffe´rentes phases que l’on peut trouver dans ce
mode`le et l’existence de la phase supersolide, en particulier. Dans les chapitres IV a` VII, nous
allons discuter la phase superfluide et la phase solide en e´tudiant les courbes d’aimantation et
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plus pre´cise´ment l’existence de plateaux d’aimantation pour diffe´rents syste`mes. En outre, nous
de´rivons des mode`les effectifs pour deux mode`les bidimensionnels, a` savoir la bicouche de Hei-
senberg dans le chapitre V et le re´seau de Shastry-Sutherland dans le chapitre VII. Nos mode`les
effectifs de´crivent des bosons de cœur dur et contiennent des termes de saut corre´le´ diagonal qui
peuvent favoriser une phase supersolide [123]. Pour le mode`le de la bicouche de Heisenberg une
phase supersolide a` e´te´ trouve´e nume´riquement en utilisant la me´thode de Monte Carlo Quan-
tique (QMC) [68, 69], mais tre`s re´cemment aussi par Picon et al. [71] en e´tudiant notre mode`le
effectif [124]. Une telle phase est aussi soupc¸onne´e au-dessus du plateau m = 1
8
dans le compose´
SrCu2(BO3)2 [83] qui est de´crit par le re´seau de Shastry-Sutherland.
Discutons dans les deux sections suivantes quelques aspects the´oriques de la physique de syste`mes
interagissants en une et deux dimensions.
3 Syste`mes unidimensionnels
Le paradigme du liquide de Fermi, discute´ dans la section 1 du chapitre I a connu beaucoup de
succe`s dans la description de syste`mes interagissants, mais ne s’applique qu’en dimension D ≥ 2.
Cette description e´choue en une dimension ou` les excitations sont des modes collectifs et la phy-
sique de syste`mes non gappe´s est de´crite par le liquide de Luttinger [61]. Dans ce qui suit, nous
pre´sentons une tre`s bre`ve introduction qui est inspire´e de diffe´rents travaux et revues importants
de ce domaine [66, 103, 125] ainsi que de the`ses [126–128].
Nous conside´rons avec plus de de´tails la correspondance traite´e dans la section 1 de ce chapitre, a`
savoir celle entre les pseudo-spins-1
2
du mode`le XXZ de l’e´quation (II.5) d’une part, et le mode`le
de fermions sans spin interagissants, de´crit par le mode`le t−V unidimensionnel de l’e´quation (II.7)
d’autre part. Dans ce but, nous retrac¸ons la bosonisation d’ope´rateurs fermioniques qui nous sert
a` trouver le mode`le de Tomonaga-Luttinger [60, 61], une formulation du hamiltonien qui est qua-
dratique en terme d’ope´rateurs bosoniques et donc soluble. Nous discutons enfin le diagramme de
phase et l’apparition d’un gap de spin en fonction des parame`tres du mode`le XXZ qui se traduit en
transition de Mott pour les fermions sans spin interagissants du mode`le t− V .
Fermions sans spin
`A basse e´nergie, la relation de dispersion des e´lectrons dans un mode`le de liaison forte peut
eˆtre approxime´e au voisinage des points de Fermi en introduisant le mode`le de Tomonaga-
Luttinger [60, 61]. Si le potentiel chimique se trouve vers le milieu de la bande, on peut introduire
deux sortes de fermions avec une dispersion line´aire : les fermions « droits » (R) se propagent
avec une impulsion k et les fermions « gauches » (L) avec une impulsion −k. En conse´quence,
la dispersion sinusoı¨dale initiale est divise´e en deux branches line´aires en de´crivant la pente de la
dispersion a` l’impulsion de Fermi k = kF (R) et k = −kF (L) pour les deux sortes de fermions
qui se de´placent avec vF = ±2t sin(kF ). En utilisant les ope´rateurs de cre´ation (d’annihilation)
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des deux sortes de fermions c†r,k (cr,k), la partie cine´tique du mode`le t − V de l’e´quation (II.7) se




(ǫrk − kF )c†r,kcr,k, (II.15)
ou` ǫr=R,L = ±1. On de´finit les ope´rateurs de densite´ de fermions « droits » ρR et « gauches » ρL




c†r,k+qcr,k ou` r = R,L (II.16)
et on note que l’ope´rateur ρR(p) cre´e une paire e´lectron-trou « droite » si k < kF et k + p > kF
en de´plac¸ant un e´lectron de l’e´tat k a` l’e´tat k + p tandis que l’ope´rateur ρL(−p) cre´e une paire
e´lectron-trou « gauche » pour −kF < k et k − p < −kF . En plus, on remarque que ρ†R et ρ†L
commutent ainsi que ρ†(q) = ρ(−q). Les commutateurs de ces ope´rateurs bosoniques avec le
hamiltonien cine´tique nous permettent de reformuler la partie cine´tique du hamiltonien pour une









Le passage a` la repre´sentation en termes d’ope´rateurs de densite´ est exact et permet de simpli-
fier le traitement d’interactions qui sont du type densite´-densite´, c’est-a`-dire quadratique dans
les ope´rateurs de densite´. On a donc trouve´ une formulation du hamiltonien cine´tique qui est
quadratique en terme d’ope´rateurs de bosons et par conse´quent soluble, exactement comme
les termes d’interactions. Quant aux interactions, on se limite souvent a` des interactions vers
l’avant g2 : (kF ;−kF ) → (kF ;−kF ) et g4 : (kF ; kF ) → (kF ; kF ) qui respectent le fait que les
ope´rateurs des fermions « droit » et « gauche » sont inde´pendants et commutent. Par contre,
on ne´glige des interactions vers l’arrie`re g1 : (kF ;−kF ) → (−kF ; kF ) ou des termes d’umklapp
g3 : (kF ; kF ) → (−kF ;−kF ) pour lesquels des fermions « droits » se transforment en fermions
« gauches » et vice versa.
En prenant en compte le terme cine´tique ainsi que le terme d’interaction, on obtient le hamilto-
nien global qui repre´sente le mode`le de Tomonaga-Luttinger. Puisqu’il est quadratique en terme
d’ope´rateurs bosoniques, il peut eˆtre re´solu par une transformation de Bogoliubov.
En revanche, afin de calculer des fonctions de corre´lations, il est ne´cessaire d’exprimer les
ope´rateurs fermioniques en fonctions d’ope´rateurs bosoniques. On doit donc effectuer la proce´dure
de bosonisation et dans ce but, nous introduisons deux champs bosoniques φ(x) et θ(x) :
∇φ(x) = −π[ρR(x) + ρL(x)], ∇θ(x) = +π[ρR(x)− ρL(x)]. (II.18)
La densite´ de particules (droites et gauches) est de´crite par − 1
pi
∇φ(x) tandis que Π(x) = 1
pi
∇θ(x)
correspond au courant vers la droite des particules. Les ope´rateurs Π(x) = 1
pi
∇θ(x) et φ(x) sont
conjugue´s et on peut montrer qu’ils obe´issent la relation de commutation[
θ(x′),Π(x)
]
= iπδ(x− x′). (II.19)
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Cela nous permet de formuler le hamiltonien ge´ne´rique qui de´crit des termes d’e´nergie cine´tique














Ce hamiltonien est caracte´rise´ par les deux parame`tres du Luttinger : u et K, ou` u a la dimension
d’une vitesse et K est sans dimension. Par exemple, K = 1 et u vaut la vitesse de Fermi vF
pour des fermions libres, tandis que pour des bosons libres, u vaut la vitesse du son et K = ∞.
Nous rappelons dans ce contexte les expe´riences avec le compose´ CuBr4(C5H12N)2 [65], discute´es
dans la section 2.1 du chapitre I. Pour ce compose´, les deux parame`tres de Luttinger peuvent eˆtre
controˆles par un champ magne´tique, comme illustre´ dans la figure I.8. En outre, on remarque que le
hamiltonien de l’e´quation (II.20) de´crit une chaıˆne e´lastique dont les modes propres correspondent
aux modes collectifs d’onde de densite´ de charge du liquide de fermions. Comme nous allons
discuter plus loin, il n’existe pas d’excitations a` une particule en une dimension tandis que des
excitations collectives sont possibles.
Bosonisation des spins-1
2
Nous conside´rons le hamiltonien XXZ pour des spins-1
2




















Nous rappelons l’e´quivalence du mode`le de pseudo-spins-1
2
σ de l’e´quation (II.5) avec les fermions
sans spin interagissants et les bosons de cœur dur, discute´e dans la section 1 de ce chapitre. `A partir
du mode`le XXZ, on retrouve le mode`le des fermions sans spin interagissants, c’est-a`-dire le mode`le
t − V de l’e´quation (II.7), avec les parame`tres t = Jxy
2
et V = Jz. Ceci est possible en effectuant
une transformation canonique, a` savoir la transformation de Jordan et Wigner [100] :
Szr = nr −
1
2

















ou` nr = c
†
rcr. Les ope´rateurs Sr peuvent eˆtre exprime´s par des champs bosoniques φ(x) et θ(x) en
passant a` la description dans le continu :










(−1)x + cos(2φ(x))]. (II.23)
Ici, Sz correspond a` la densite´ de spins et par conse´quent a` l’aimantation locale. En plus, le
champ φ est relie´ a` la projection du spin selon z tandis que le champ θ est relie´ a` la partie du
spin dans le plan x − y [66]. Les deux expressions de Sz(x) et S+(x) nous donnent acce`s aux
fonctions de corre´lation et sont de grande importance afin d’interpre´ter les re´sultats expe´rimentaux
35
Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deux dimensions
FIG. II.5: Diagramme de phase d’une chaıˆne XXZ. n est le remplissage de fermions sans spin
(l’aimantation est m = n − 1/2) et ∆ = Jz/Jxy est l’anisotropie (et non le gap, voir
texte) du mode`le XXZ de l’e´quation (II.21). Les lignes de niveau indiquent le champ
magne´tique h (a` gauche) et l’inverse du parame`tre de Luttinger K−1 = exp(−2ϕ) (a`
droite). D’apre`s Haldane [103].
ou nume´riques.
La bosonisation de la chaıˆne XXZ de l’e´quation (II.21) re´sulte dans un hamiltonien quadratique
et en prenant en compte non seulement les interactions vers l’avant, mais aussi les processus
d’umklapp, on peut observer l’ouverture d’un gap de spin ∆s. Pour m = 0, le syste`me est demi
rempli et le gap s’ouvre pour K < 1
2
ce qui correspond a` V/|t| > 2 pour le mode`le t − V
de l’e´quation (II.7). Les parame`tres Luttinger u et K du hamiltonien de Tomonaga-Luttinger
peuvent eˆtre calcule´s pour le mode`le XXZ en utilisant l’ansatz de Bethe [16, 17, 129]. Au demi-
remplissage, ce calcul est analytique et pour un remplissage quelconque, on obtient des re´sultats
nume´riques [103], illustre´s dans la figure II.5.
En conside´rant la figure II.5, on note que pour une anisotropie ∆ = Jz/Jxy ≥ 1 du mode`le
XXZ, le syste`me est ferromagne´tique1 et ne peut pas eˆtre de´crit comme liquide de Luttinger.
Par conse´quent, le parame`tre de Luttinger K diverge (K−1 → 0) dans cette re´gion. D’autre
points spe´ciaux incluent ∆ = Jz/Jxy = 0 qui de´crit des fermions libres avec K = 1. Pour
∆ = Jz/Jxy = −1 le syste`me est antiferromagne´tique et isotrope et on observe des corrections lo-
garithmiques aux fonctions de corre´lation. On trouve le liquide de Luttinger pour ∆ = Jz/Jxy < 1,
sauf sur la ligne n = 1
2
(cela correspond a` l’aimantation m = 0) et ∆ = Jz
Jxy
< −1 ou` l’on ob-
serve l’ouverture d’un gap de spin ∆s et K < 12 . Ceci correspond a` une transition de Mott dans le
langage de fermions sans spin et on observe que le syste`me gappe´ se trouve dans phase ordonne´e
antiferromagne´tique. En plus, on remarque une transition commensurable-incommensurable au-
1Dans la notation de Haldane [103] et la figure II.5, les couplages Jxy et Jz ne sont pas de´finis de meˆme fac¸on :
Jxy < 0 est ferromagne´tique tandis que Jz > 0 est ferromagne´tique. Ainsi l’anisotropie ∆ = Jz/Jxy ≥ 1 avec
Jxy < 0 et Jz < 0 re´sulte dans un syste`me ferromagne´tique. Pour ∆ = Jz/Jxy = −1 avec Jz > 0 et Jxy < 0 le






FIG. II.6: Facteur d’occupation des e´tats n(k) a` tempe´rature nulle dans les liquides de Fermi (a`
gauche, d’apre`s Roux [128]) et de Luttinger (a` droite, d’apre`s Giamarchi [66]) : a` la
diffe´rence du liquide de Fermi, celui de Luttinger n’a pas de discontinuite´ au niveau de
Fermi mais une singularite´.
tour de cette ligne et l’aimantation varie selon m ∼ √h−∆s.
Comme de´ja` discute´ dans les sections 1 et 2 de ce chapitre, le gap de spin ∆s de la chaıˆne XXZ
de l’e´quation (II.5) pour K < 1
2
se traduit en plateau d’aimantation m = 1
2
d’un syste`me de
dime`res couple´s, comme nous les conside´rons dans les chapitres IV a` VII. Le crite`re correspon-
dant V/|t| = 2 de l’e´quation (II.12) afin de trouver la transition entre une phase quasi-superfluide
et une phase solide dans le mode`le t − V de fermions sans spin interagissants est donc de grande
importance pour nos conside´rations.
Nous rappelons que le liquide de Luttinger caracte´rise des syste`mes unidimensionnels et interagis-
sants pour lesquels le paradigme du liquide de Fermi e´choue. Cela se manifeste, par exemple, dans
le facteur d’occupation des e´tats n(k) que nous illustrons dans la figure II.6. Pour le liquide de
Fermi qui de´crit des syste`mes interagissants de dimension D ≥ 2, le facteur d’occupation n(k)
a une discontinuite´ a` k = kF dont la taille correspond au poids de quasi-particules. Cette dis-
continuite´ n’existe pas pour le liquide de Luttinger indiquant ainsi l’absence de quasi-particules.
Plutoˆt, le syste`me est caracte´rise´ par des excitations collectives et par des fonctions de corre´lations
alge´briques avec des lois de puissance dont les exposants ne de´pendent que du parame`tre de Lut-
tinger K. Dans notre discussion, nous n’avons pas traite´ la bosonisation de fermions avec spin
qui joue un roˆle important dans les conducteurs unidimensionnels [66, 127, 130]. Ces syste`mes
montrent la se´paration spin-charge, une particularite´ remarquable de la physique en une dimen-
sion, et on observe deux modes collectifs bosoniques. Ce sont les excitations de charge, appele´e
holon, et de spin, appele´e spinon, qui se propagent avec des vitesses diffe´rentes vholon 6= vspinon.
´Evidemment, le liquide de Luttinger offre encore beaucoup plus de physique inte´ressante, mais
nous nous limitons a` un bref rappel des proprie´te´s les plus importantes dans le contexte de cette
the`se. Pour plus de de´tails, le livre de Giamarchi [66] est fortement recommande´.
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4 Syste`mes bidimensionnels
Afin d’interpre´ter des syste`mes de dime`res bidimensionnels sous champ magne´tique, il est sou-
vent avantageux d’utiliser la repre´sentation de spins-1
2
comme des bosons de cœur dur. Dans cette
section nous discutons par conse´quent le mode`le de Bose-Hubbard qui peut avoir un diagramme
de phase riche en fonction des termes que l’on inclut. Comme nous avons vu dans la section
pre´ce´dente, en une dimension, la transformation de Jordan-Wigner [100] de l’e´quation (II.22) est
une correspondance exacte entre fermions sans spin interagissants avec un mode`le t − V d’une
part, et le mode`le XXZ de pseudo-spins-1
2
d’autre part. En deux dimensions, la transformation de
Jordan-Wigner n’est plus exacte, mais en introduisant des fermions qui portent un flux statistique,
une transformation correspondante en deux dimensions est possible, comme nous illustrons plus
loin.
Le mode`le de Bose-Hubbard en deux dimensions et des phases observables
Afin d’e´tudier la stabilite´ de diffe´rentes phases en fonction de diffe´rents processus d’interaction et
de saut de bosons, nous conside´rons dans ce qui suit un mode`le sur re´seau de bosons de cœur mou
en deux dimensions. Plusieurs bosons sur le meˆme site sont donc permis en prenant en compte une
interaction V0 entre ces bosons. Le mode`le est comple´te´ par un potentiel chimique µ et un terme
de saut t. Ce mode`le est en fait un cas particulier du mode`le de Bose-Hubbard qui est de´fini en



















Pour le moment, les interactions entre premiers voisins V1 et deuxie`mes voisins V2 sont ne´glige´es
et nous pre´sentons le diagramme de phase correspondant dans la figure II.7. On observe une phase
superfluide pour des relativement grands termes de saut tandis que pour des petites valeurs du
terme de saut, le syste`me devient instable vers une phase isolante de Mott. La particularite´ de
bosons de cœur mou entraıˆne plusieurs phases isolantes avec un remplissage commensurable ou`
chaque site est occupe´ par un nombre entier de bosons. Les phases isolantes sont incompressibles
et en plus caracte´rise´es par un gap fini pour les excitations de plus basse e´nergie, a` savoir une
excitation particule-trou.
Remarquons que l’on retrouve le mode`le de bosons de cœur dur a` partir du mode`le des bosons de
cœur mou de l’e´quation (II.24) dans la limite V0 →∞. En revanche, en utilisant la transformation
de Matsubara-Matsuda [109] (que nous discutons plus loin dans l’e´quation (II.28)), on peut mon-
trer que le mode`le de bosons de cœur dur est e´quivalent au mode`le de spin-1
2
























ou` le champ magne´tique hz = µ − 2V1 − 2V2 et nous supposons t = 1. Pour V2 = 0, ce mode`le
est e´quivalent au mode`le XXZ de spin-1
2
, pre´sente´ dans l’e´quation (II.5). Discutons dans ce qui
38
4. Syste`mes bidimensionnels
FIG. II.7: Diagramme de phase du mode`le de Bose-Hubbard de l’e´quation (II.24) avec des bosons
interagissants a` tempe´rature nulle. Ici, les interaction entre bosons voisins (V1 = V2 = 0)
sont absentes, µ est le potentiel chimique et J le terme de saut, par rapport a` l’interaction
entre bosons sur le meˆme site V , respectivement. Pour des nombres entiers de bosons
par site N et pour un petit terme de saut, la phase superfluide (SF) est instable vers une
phase isolante de Mott (MI). D’apre`s Fisher et al. [118].
suit, le diagramme de phase du mode`le de Bose-Hubbard de bosons de cœur dur, e´quivalent a`
l’e´quation (II.25), en pre´sence d’interactions a` plus longue distance V1 et V2. L’image physique se
pre´sente pour un re´seau carre´ comme suit [132] : au demi-remplissage et pour V1 6= 0 et V2 = 0,
chaque deuxie`me site est occupe´ par un boson qui est repousse´ du premier voisin par V1. Pour une
faible interaction V1 et a` basse tempe´rature, les bosons sont mobiles et condensent en une phase
superfluide. En revanche, pour une forte interaction V1, le syste`me ge`le et montre des ondes de
densite´ en forme de damier ou` les sites conse´cutifs sont vides et occupe´s. Or, pour une interaction
V1 interme´diaire et exactement au demi-remplissage, les deux sce´narios s’excluent. Seulement en
ajoutant ou en enlevant un boson du syste`me, le de´faut bosonique re´sultant pourrait montrer une
condensation de Bose en sautant entre les bosons gele´s dans l’ordre du damier : le re´sultat se-
rait une phase supersolide. Cette phase porte son nom en raison de la coexistence des parame`tres
d’ordre de la phase solide et la phase superfluide [120–122]. Si, par contre, l’interaction V2 est
dominante, les bosons sont gele´s dans un ordre de rayures et la compe´tition de l’interaction V2
avec un terme de saut peut e´galement re´sulter dans une phase supersolide, cette fois avec un ordre
de rayures. Remarquons que cette interpre´tation est qualitative en raison de la nature quantique et
indiscernable des bosons. Plutoˆt, les bosons participent au deux processus en meˆme temps.
Plus quantitativement, on trouve les diagrammes de phase du mode`le de Bose-Hubbard de bosons
de cœur dur que nous pre´sentons dans la figure II.8. Dans le diagramme de phase du mode`le pour
un remplissage ρ le´ge`rement au-dessus du demi-remplissage, illustre´ dans la figure II.8, a` gauche,
39
Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deux dimensions
FIG. II.8: `A gauche : diagramme de phase du mode`le de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur
dur (cf. l’e´quation (II.24) avec V0 → ∞ et l’e´quation (II.25)), le´ge`rement au-dessus du
demi-remplissage (ρ = 0.563) et en fonction de l’interaction entre premiers voisins V1
et deuxie`mes voisins V2. D’apre`s Batrouni et al. [131]. `A droite : courbe du remplissage
ρ en fonction du potentiel chimique µ du mode`le de Bose-Hubbard avec des bosons de
cœur dur, pour V1 = 0. On voit e´galement le diagramme de phase pour V1 = 0 avec une
phase supersolide k = (0, π) entre la phase solide k = (π, 0) et la phase superfluide.
D’apre`s Batrouni et Scalettar [132].
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on trouve une phase solide de damier de Bose avec un vecteur d’ordre k = (π, π) qui correspond
a` un e´tat de Ne´el. En plus, on observe un ordre ferromagne´tique dans le plan X-Y qui correspond
a` une phase superfluide et on remarque la stabilisation d’une phase supersolide par l’interaction
a` plus longue distance V2 6= 0, meˆme si l’interaction au premier voisin V1 est nulle. La physique
du mode`le de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur dur est encore pre´cise´e dans la figure II.8,
a` droite, qui montre pour V1 = 0 le remplissage ρ du syste`me en fonction du potentiel chimique
µ. Comme le montre le diagramme de phase pour V1 = 0 dans la meˆme figure, une phase so-
lide k = (π, 0), qui correspond au plateau de demi-remplissage (ρ(µ) = 0.5), est entoure´e de
deux phases supersolides k = (0, π) pour des interactions V2 ≥ 2t. Notons que dans un mode`le
de dime`res couple´s sous champ magne´tique, la courbe ρ(µ) et le plateau de demi-remplissage du
mode`le bosonique correspondent a` la courbe d’aimantation m(h) avec un plateau d’aimantation
pour m = 1
2
.
Ces re´sultats nous indiquent l’importance de l’interaction au deuxie`me voisin V2 pour la stabilite´
d’une phase supersolide k = (0, π) avec un ordre de densite´ de bosons de rayures. Comme discute´
au-dessus, en absence de V2 et seulement avec une interaction entre premiers voisins V1, une phase
supersolide pourrait aussi exister avec un ordre de densite´ de bosons de damier. Mais les calculs
de QMC [132, 133] indiquent l’instabilite´ de cette phase et on observe plutoˆt une se´paration de
phases. Par conse´quent, un simple mode`le t − V (cf. l’e´quation (II.7)) avec un terme de saut et
une interaction entre premiers voisins ne montre pas de phase supersolide [134]. En outre, dans
le mode`le de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur mou, on observe l’absence d’une phase su-
persolide pour demi-remplissage tandis que pour des remplissages 0.5 < ρ . 0.675 une phase
supersolide peut exister [131, 135].
Notons l’existence d’un autre processus qui stabilise une phase supersolide dans un mode`le bi-
dimensionnel de bosons de cœur dur, a` savoir un terme de saut corre´le´ [123]. Le hamiltonien
correspondant est similaire au hamiltonien de Bose-Hubbard de l’e´quation (II.24) pour des bosons

























On note que l’interaction au deuxie`me voisin V2 n’est pas incluse. Afin de visualiser le saut corre´le´
t′, conside´rons une plaquette de quatre sites dont au moins deux sont occupe´s : un boson effectue
un saut diagonal d’un site a` son deuxie`me voisin en pre´sence d’un autre boson voire deux bosons.
Comme le montrent Schmidt et al. [123], une phase supersolide est stable pour des amplitudes
finies de saut corre´le´, meˆme en l’absence de l’interaction V2.
Enfin, on observe encore deux autres mode`les qui peuvent montrer une phase supersolide et dans
ce but, nous conside´rons la bicouche de Heisenberg. Nous pre´sentons des re´sultats expe´rimentaux
dans la figure I.9 dans la section 2.2 du chapitre I et des re´sultats nume´riques obtenus avec la
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me´thode CORE dans le chapitre V. Des e´tudes the´oriques re´ve`lent la stabilite´ d’une phase super-
solide dans un mode`le avec des interactions anisotropes [68, 69, 71, 124] et e´galement dans un
mode`le avec des interactions frustrantes et isotropes [70].
Correspondance entre le proble`me de spin-1
2
et le mode`le de bosons de cœur dur
Dans les sections 1 et 3 de ce chapitre, nous avons vu que graˆce a` une transformation de Jordan-
Wigner [100] (cf. l’e´quation (II.22)), le mode`le de bosons de cœur dur et le mode`le de fermions
sans spin interagissants sont e´quivalents en une dimension. En deux dimensions, cette e´quivalence
n’est plus valable car la transformation n’est plus exacte, mais dans ce qui suit, nous discutons une
me´thode qui nous permet d’e´tablir une relation entre les deux mode`les.
Dans ce but, nous conside´rons un mode`le de Heisenberg antiferromagne´tique, a` savoir le re´seau
de Shastry-Sutherland pour des dime`res couple´s sous champ magne´tique h. Le hamiltonien cor-








ou` les Si sont des ope´rateurs de spin-12 tandis que l’interaction intra-dime`re est de´crite par Jij = J
et l’interaction entre dime`res par Jij = J ′. Nous rappelons que le compose´ SrCu2(BO3)2 est une
re´alisation de ce mode`le avec un rapport des couplages J ′/J ≈ 0.65 [136, 137] et montre plusieurs
plateaux d’aimantation sous champ magne´tique [78, 79], comme nous discutons dans la section 2.2
du chapitre I (cf. les figures I.11 et I.12).
Comme le montrent Misguich et al. [107], les ope´rateurs Si de spin-12 peuvent eˆtre transforme´s en
ope´rateurs de boson de cœur dur selon la transformation de Matsubara-Matsuda [109] :




































est le nombre d’occupation du site i. Les bosons de cœur dur peuvent eˆtre
interpre´te´s comme des fermions auxquels sont attache´s une tube de flux quantique d’un champ
magne´tique fictif hfict [107, 108]. Il s’agit d’une transformation exacte entre un proble`me de spin
(cf. l’e´quation (II.27)) et des fermions sans spin qui interagissent avec un champ de jauge statis-
tique de Chern-Simons [138–140]. Avec une approche de champ moyen, on remplace ces tubes
de flux par une distribution homoge`ne du champ magne´tique fictif. Le flux φ par plaquette carre´e















FIG. II.9: Pour le re´seau de Shastry-Sutherland : spectre de Hxy (cf. l’e´quation (II.28)) qui est
un spectre de Hofstadter en fonction du flux φ pour J ′/J = 1 (a` gauche). Les lignes
e´paisses infe´rieures (supe´rieures) indiquent le niveau de Fermi (l’e´tat vide avec la plus
basse e´nergie). Des saut du niveau de Fermi en fonction de l’aimantation correspondent
directement aux plateaux d’aimantation et entraıˆnent une discontinuite´ de la pente de
l’e´nergie en fonction de l’aimantation. `A droite : courbe d’aimantation correspondante,
calcule´e avec l’approche de champ moyen (ligne continue) avec J ′/J = 0.4 et mesure´e
pour le compose´ SrCu2(BO3)2 par Onizuka et al. [79] avec J ′/J ≃ 0.65 (ligne tirete´e).
D’apre`s Misguich et al. [107].
Comme le soulignent Misguich et al. [107], l’expression pour Hz dans l’e´quation (II.28) montre
que le champ magne´tique (re´el) h correspond a` un potentiel chimique pour les fermions auxquels
sont joints des tubes de flux. Pourtant, le champ magne´tique h n’affecte pas le flux statistique.
En choisissant une aimantation m du re´seau de Shastry-Sutherland, l’e´quation (II.29) permet donc
de calculer le flux φ et le nombre de fermions pour lesquels Misguich et al. calculent le spectre
Exy(m) du hamiltonien Hxy de l’e´quation (II.28). Comme illustre´ dans la figure II.9, a` gauche,
Exy(m) montre un spectre de Hofstadter [141] ou` les sauts de l’e´nergie de Fermi en fonction de
l’aimantation m correspondent aux plateaux d’aimantation. En conse´quence, le spectre de Hof-
stadter pour le hamiltonien Hxy refle`te les plateaux dans la courbe d’aimantation du syste`me. Cette
courbe peut enfin eˆtre calcule´e en ajoutant au spectre Exy(m) la contribution du hamiltonien Hz,
qui est calcule´e avec une deuxie`me approche de champ moyen. On obtient l’e´nergie totale E(m),
et la minimisation du terme E(m)−hm par rapport a` l’aimantation m (cf. l’e´quation (II.14)) nous
donne enfin la courbe d’aimantation que nous pre´sentons dans la figure II.9, a` droite.
On voit que la courbe the´orique est en bon accord avec la courbe expe´rimentale [79], meˆme si le
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re´sultat the´orique se fonde sur un rapport des couplages J ′/J = 0.4 qui ne correspond pas exacte-
ment a` la valeur expe´rimentale J ′/J ≃ 0.65 du compose´ SrCu2(BO3)2. Le plateau m = 14 est bien
reproduit et le de´but du plateau m = 1
3
est calcule´ correctement. En revanche, on remarque des
diffe´rences quant au gap de spin et pour faible aimantation ou` des expe´riences montrent un plateau
pour m = 1
8
[78, 83] voire plusieurs plateaux : comme le discutent Sebastian et al. [82], une se´rie
de plateaux pour m = 1
q
avec 4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pour m = 2
9
(comme illustre´ dans la figure I.12),
pourrait correspondre a` un spectre de Hofstadter que l’on observe dans le compose´ SrCu2(BO3)2.
Pourtant, la se´rie de plateaux est conteste´e [83] et demande plus d’e´tudes. Nous discutons ce com-
pose´ ainsi que le re´seau de Shastry-Sutherland en profondeur dans le chapitre VII.
Outre la comparaison aux re´sultats expe´rimentaux, Misguich et al. [107] pre´disent e´galement un
large plateau pour m = 1
2
qui n’est pas encore accessible aux expe´riences en raison des champs
magne´tiques trop e´leve´s.
5 Conclusion partielle
Dans ce chapitre, nous avons discute´ le comportement de dime`res sous champ magne´tique et
pre´sente´ la correspondance entre ce mode`le et le mode`le de bosons de cœur dur. En plus, nous
montrons la correspondance de ces deux mode`les avec les fermions sans spin interagissants qui est
exacte en une dimension. Ceci constitue un outil pratique et maniable afin d’interpre´ter la physique
des aimants quantiques et en particulier des syste`mes de dime`res couple´s. Nous exploitons cette
correspondance pour l’analyse de dime`res sous champ magne´tique, plus pre´cise´ment l’e´tude de
gaps de spin et de plateaux d’aimantation, d’une part, et l’e´tude de mode`les de bosons de cœur dur
qui ont souvent des diagrammes de phase riches, d’autre part.
Les notions the´oriques pre´sente´es vont nous aider a` mieux comprendre et interpre´ter les re´sultats




Dans le domaine de la matie`re condense´e, intimement lie´ au proble`me a` N -corps quantique, il
existe tre`s peu d’exemples de syste`mes dont on sait calculer analytiquement les proprie´te´s de
basse e´nergie. Ne´anmoins, la the´orie de la matie`re condense´e, et en particulier le domaine des
fermions fortement corre´le´s, a connu beaucoup de succe`s dans la description et la mode´lisation de
mate´riaux expe´rimentaux, notamment graˆce a` des me´thodes nume´riques qui permettent d’acce´der
a` des grandes tailles de syste`mes tout en e´tant moins biaise´es que l’approche purement analytique.
Parmi les me´thodes les plus ce´le`bres dans ce domaine, on compte la diagonalisation exacte qui
vise a` diagonaliser le hamiltonien microscopique pour un syste`me conside´re´. Cela rend toutes les
observables directement accessibles, mais en revanche la taille des syste`mes est limite´e a` 40 sites
environ puisque l’espace de Hilbert, et en meˆme temps la taille de la matrice a` diagonaliser, croıˆt
de fac¸on exponentielle avec le nombre de sites. La section 1 de ce chapitre est consacre´e a` cette
me´thode et pre´sente deux algorithmes de diagonalisation exacte qui sont largement utilise´s, no-
tamment ceux de Lanczos et de Davidson.
Dans la section 2 de ce chapitre, nous abordons une technique de renormalisation dans l’espace
re´el qui est moins connue et moins utilise´e, mais qui est d’une importance cruciale pour cette the`se.
Il s’agit de la me´thode de « Contractor Renormalization (CORE) » qui a pour but de construire
un hamiltonien effectif a` partir d’un hamiltonien microscopique. Cette approche cherche a` bien
de´crire la physique de basse e´nergie en re´duisant la complexite´, ce qui permet d’acce´der a` des
plus grands syste`mes que ceux disponibles en diagonalisation exacte. Contrairement au groupe de
renormalisation de la matrice densite´ (DMRG), CORE n’est pas restreinte a` des syste`mes unidi-
mensionnels et permet e´galement d’e´tudier des syste`mes frustre´s ce qui n’est pas possible avec la
me´thode de Monte Carlo Quantique (QMC).
Ces deux me´thodes brie`vement mentionne´s, a` savoir le DMRG et le QMC, comple`tent les ap-
proches les plus utilise´es pour des proble`mes de magne´tisme quantique et ne sont pas de´crites en
de´tail dans cette the`se. Re´sumons-les en quelques mots : comme la me´thode CORE, le DMRG
est une technique de renormalisation dans l’espace re´el qui diagonalise de fac¸on exacte de petits
syste`mes. Ensuite, la taille est agrandie ite´rativement et pendant chaque ite´ration on se concentre
sur les e´tats les plus pertinents quant a` la description de la physique de basse e´nergie. Ceci permet
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d’augmenter la taille des syste`mes accessibles d’un facteur 10 ce qui est conside´rable. Sans aucun
doute, les plus grandes tailles sont abordables avec le QMC qui ne conside`re pas tous les e´tats
de l’espace de Hilbert. Plutoˆt, pour calculer une quantite´, on e´value des valeurs moyennes base´es
sur un petit ensemble d’e´tats qui sont les plus pertinents dans la statistique du syste`me. Outre des
grandes tailles accessibles jusqu’a` 10.000 sites, un grand avantage du QMC est la possibilite´ de
calculer des quantite´s a` des tempe´ratures finies. D’un autre coˆte´, on essaye de reme´dier au fameux
proble`me de signe qui limite l’application du QMC a` des hamiltoniens non frustre´s.
Dans ce qui suit, on va donc discuter la diagonalisation exacte ainsi que la me´thode CORE. Toutes
les deux sont utilise´es pour calculer l’e´tat fondamental de diffe´rents syste`mes afin d’en tirer le com-
portement sous champ magne´tique. Notre inte´reˆt est en particulier dans la courbe d’aimantation et
l’existence ou l’absence de plateaux d’aimantation.
1 Diagonalisation exacte
Cette me´thode indispensable pour une grande varie´te´ de calculs dans des diffe´rents domaines de la
physique est de´taille´e dans une revue de Dagotto [142] ainsi que dans d’autres articles [143, 144]
et the`ses [126, 128, 145]. L’introduction suivante est base´e sur ces travaux.
Afin de trouver les e´nergies et valeurs propres d’un syste`me conside´re´, la diagonalisation exacte
propose de diagonaliser le hamiltonien H correspondant. Puisque cette me´thode est limite´e par la
taille de l’espace de Hilbert du hamiltonien, il est essentiel d’utiliser les syme´tries du syste`me, ce
qui permet de travailler dans un sous-espace qui est plus petit.
Tre`s ge´ne´ralement, la diagonalisation exacte est fonde´e sur l’ide´e d’appliquer le hamiltonien H
sur un e´tat initial |x〉 qui est choisi de fac¸on ale´atoire. L’e´nergie E(x) de cet e´tat est supe´rieure ou
e´gale a` l’e´nergie E0 de l’e´tat fondamental du hamiltonien selon le principe variationel
E(x) =
〈x|H|x〉
〈x|x〉 ≥ E0. (III.1)
Pour se rapprocher de l’e´nergie fondamentale, on a pour but de construire un sous-espace de l’es-
pace de Hilbert qui contienne des vecteurs qui se rapprochent de plus en plus du fondamental. On
suit la direction du gradient
∇E(x) = 2〈x|x〉
(H|x〉 − E(x)|x〉) (III.2)
et on trouve alors ne´cessairement des e´nergies E(x) plus petites dans ce sous-espace pour des
hamiltoniens H hermitiens. En appliquant le hamiltonien H n fois, on construit le sous-espace
{|x〉,H|x〉,H2|x〉, . . . ,Hn|x〉} dont la me´thode des puissances ne conside`re que le dernier e´tat,
notamment (H − cste)n|x〉, de´cale´ vers le bas par une constante pour que le poids de l’e´tat fon-
damental domine. On trouve que la me´thode converge exponentiellement vite avec le nombre n
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d’ite´rations a` condition que le vecteur initial |x〉 soit non orthogonal a` l’e´tat fondamental.
Dans ce qui suit, deux algorithmes avec une convergence plus rapide sont pre´sente´s, notamment
ceux de Lanczos et de Davidson.
1.1 Algorithme de Lanczos
La convergence de l’algorithme de Lanczos [146] vers l’e´tat fondamental est exponentielle avec
le nombre d’ite´rations n et plus rapide que celle de la me´thode des puissances. Cet algorithme
construit ite´rativement une base orthonorme´e dans laquelle le hamiltonien a une repre´sentation
tridiagonale. Le principe de l’algorithme se pre´sente comme suit :
On part d’un vecteur ale´atoire norme´ |ψ1〉 et on lui applique le hamiltonienH pour calculerH|ψ1〉.
On obtient |ψ′2〉 = H|ψ1〉 − a1|ψ1〉 qui est orthogonal a` |ψ1〉 si on choisit a1 = 〈ψ1|H|ψ1〉. La
normalisation de |ψ′2〉 avec b21 = 〈ψ2|ψ2〉 re´sulte en |ψ2〉 = 1b1 |ψ′2〉. Ainsi, on trouve :
H|ψ1〉 = a1|ψ1〉+ b1|ψ2〉. (III.3)
Ensuite, on re´ite`re afin de construire |ψ′3〉 = H|ψ2〉 − b1|ψ1〉 − a2|ψ2〉 qui est orthogonal a` |ψ1〉 et
|ψ2〉 avec a2 = 〈ψ2|H|ψ2〉. Apre`s normalisation du vecteur |ψ′3〉, on a :
H|ψ2〉 = b1|ψ1〉+ a2|ψ2〉+ b2|ψ3〉. (III.4)
Maintenant, on peut ge´ne´raliser pour trouver une suite de coefficients ai et bi :
H|ψi〉 = bi−1|ψi−1〉+ ai|ψi〉+ bi|ψi+1〉. (III.5)
ou` |ψi+1〉 est norme´ et orthogonal a` tous les vecteurs pre´ce´dents |ψj〉 avec j = 0, . . . , i. On peut
donc exprimer le hamiltonien dans le sous-espace qui est engendre´ par les n ite´rations. Dans cette
base tronque´e, les (ai) constituent les e´le´ments diagonaux et les (bi) constituent les e´le´ments co-
































Comme la dimension du hamiltonien dans la repre´sentation initiale NH peut atteindre des ordres
de grandeur de 109 et plus, la repre´sentation du hamiltonien dans cette base tronque´e est bien suˆr
plus facile a` traiter. En particulier, pour un nombre d’ite´rations n ≃ 100 on observe que l’e´nergie
de l’e´tat fondamental En0 est de´ja` converge´e vers l’e´nergie exacte E0 a` la pre´cision de la machine
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(10−15). En outre, pour chaque ite´ration on a besoin de seulement trois vecteurs de dimension NH
afin de calculer les (ai, bi).
L’algorithme de Lanczos permet non seulement de calculer de manie`re tre`s efficace les valeurs
propres d’une matrice, c’est-a`-dire les e´nergies propres d’un syste`me physique, mais aussi les
vecteurs propres et donc les fonctions d’onde correspondantes. Toutefois, pendant l’exe´cution de
l’algorithme, seuls les (ai, bi) et le vecteur propre du dernier pas d’ite´ration |ψn0 〉 =
∑n
i=1 αi|i〉,
exprime´ dans la base tronque´e, sont stocke´s afin de minimiser le besoin de me´moire. Pour calculer
l’e´tat fondamental exprime´ dans la bonne base, il est donc ne´cessaire de recalculer les e´tats in-
terme´diaires |i〉 = ∑NHc=1 γic|c〉, ou` {|c〉}NH est la base de l’espace de Hilbert. Repartant du meˆme











La fonction d’onde de l’e´tat fondamental rend accessible les corre´lations statiques (cf. section 1.3
de ce chapitre) et dynamiques et constitue par conse´quent une quantite´ de grande importance. Ce
proce´de´ permet en principe aussi de calculer les fonctions d’onde des e´tats excite´s de basse e´nergie
dont on a besoin pour la me´thode de « Contractor Renormalization » qui est pre´sente´e dans la
section 2 de ce chapitre. Pourtant, d’autres algorithmes sont favorise´s dans ce but, car notamment
l’algorithme de Lanczos engendre des e´tats fantoˆmes dits « ghosts » et ne re´sout pas correctement
les de´ge´ne´rescences comme discute´ dans la section 1.5 de ce chapitre.
1.2 Algorithme de Davidson
L’algorithme de Davidson [147] permet de calculer de manie`re fiable les plus basses e´nergies
propres et les vecteurs propres correspondants en e´vitant des e´tats fantoˆmes de l’algorithme de
Lanczos. Puisqu’il est capable de bien re´soudre des de´ge´ne´rescences, l’algorithme de Davidson
est particulie`rement avantageux si on s’inte´resse aux e´tats excite´s bien que la consommation de
me´moire soit plus e´leve´e qu’avec l’algorithme de Lanczos. Dans ce qui suit, quelques diffe´rences
entre les deux algorithmes sont discute´es ce qui permet de plus facilement aborder le proce´de´ de
l’algorithme de Davidson.
Dans l’algorithme de Lanczos, apre`s i ite´rations on obtient une repre´sentation approximative de
l’e´tat fondamental |ψi0〉 ainsi qu’une valeur variationnelle pour l’e´nergie propre correspondante
Ei0 ≥ E0. Dans le cas ou` |ψi0〉 repre´sente le vrai e´tat fondamental, le vecteur re´siduel
|Ri〉 = H|ψi0〉 − E0|ψi0〉 (III.8)
est nul. Ge´ne´ralement ce n’est pas le cas et on peut montrer que l’algorithme de Lanczos va e´tendre
le sous-espace variationnel selon la composante du vecteur H|ψi0〉 − Ei0|ψi0〉 ≃ |Ri〉 qui est ortho-
gonal a` ce sous-espace.
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L’approche de l’algorithme de Davidson vise a` ame´liorer la construction du vecteur re´siduel par
rapport a` l’algorithme de Lanczos. Dans ce but, notons que le vrai vecteur re´siduel |R〉 s’e´crit
|R〉 = |ψ0〉 − |ψi0〉 (III.9)
ou` |ψ0〉 est l’e´tat fondamental exact. Par conse´quent
(H− E01)|R〉 = −|Ri〉. (III.10)
Or, on ignore l’e´nergie de l’e´tat fondamental exact ce qui rend impossible l’application de cet
e´quation dans l’algorithme. En outre, cette relation serait tre`s difficile a` inverser nume´riquement
afin d’en tirer le vecteur re´siduel |R〉. Par contre, si on approxime H par sa partie diagonale D et
on remplace l’e´nergie exacte E0 par Ei0 ≃ E0, on peut aise´ment calculer le vecteur
|R˜〉 = −(D − Ei01)−1|Ri〉 (III.11)
qui s’ave`re souvent eˆtre un meilleur vecteur re´siduel que |Ri〉 pour e´tendre le sous-espace. On
note aussi que l’on retrouve l’algorithme de Lanczos si on choisit D = 1. Enfin, le proce´de´ de
l’algorithme de Davison pour calculer un e´tat propre |ψk〉 avec l’e´nergie propre correspondante Ek
se pre´sente comme suit :
1. On part d’un sous-espace contenant l ≥ k vecteurs orthonorme´s {|v1〉, . . . , |vl〉} et on appelle
B la matrice rectangulaire qui contient ces vecteurs comme colonnes et H la matrice des
vecteurs {H|v1〉, . . . ,H|vl〉}.
2. On diagonalise la matrice 〈vi|H|vj〉 pour en de´terminer la valeur propre Elk et le vecteur
propre |ψlk〉 correspondant (obtenus avec l vecteurs).
3. Pour ve´rifier la convergence, on construit le vecteur
|εl〉 = (H − ElkB)|ψlk〉 (III.12)
et on calcule sa norme. Si elle est infe´rieure a` ε (un crite`re que l’on se fixe) on arreˆte et on
conside`re que |ψlk〉 donne une bonne repre´sentation de l’e´tat vise´. Sinon, on agrandit la base.
4. Pour agrandir la base, on calcule le vecteur re´siduel
|Rl〉 = (D − Elk1)−1|ψlk〉 (III.13)
et on l’orthonormalise par rapport aux vecteurs pre´ce´dents {|v1〉, . . . , |vl〉}. Il en sort le nou-
veau vecteur |vl+1〉 que l’on rajoute a` la matrice B. On est alors ramene´ au premier pas du
proce´de´ avec l→ l + 1.
Pre´cisons enfin qu’en pratique, afin de limiter l’espace me´moire utilise´, on part d’un petit nombre
de vecteurs ale´atoires {|v1〉, . . . , |vl〉} que l’on orthonormalise et on fait quelques ite´rations jusqu’a`
un nombre de vecteurs maximal fixe´ par avance. Si la convergence n’est pas atteinte, on reprend
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alors l’algorithme au de´but mais en se servant cette fois du re´sultat de la premie`re se´rie d’ite´rations.
En raison de sa fiabilite´ quant aux fonctions d’onde des e´tats excite´s, l’algorithme de Davidson est
pre´fe´re´ a` l’algorithme de Lanczos pour certains cas. Notamment, le groupe de renormalisation de
la matrice densite´ (DMRG) introduit par White et.al [148–150] s’en sert. En outre, dans la me´thode
de Contractor Renormalization (CORE, cf. section 2 de ce chapitre), l’algorithme de Davidson est
avantageux pour des syste`mes de tailles moyennes qui ne sont plus accessibles avec les librairies
d’alge`bre line´aire BLAS/LAPACK.
1.3 Calcul d’observables
Observables de´rive´es du calcul de l’e´nergie
L’e´nergie est directement accessible avec la diagonalisation exacte et peut nous servir a` de´river
d’autres quantite´s. Dans ce but, on profite des diffe´rents secteurs de syme´trie comme les secteurs
de spin, charge ou impulsion. Conside´rons, par exemple, une chaıˆne de longueur L et analysons
les gaps.
La connaissance de l’e´nergie de l’e´tat fondamental et des excitations nous permettent de calculer
les gaps de spin singulet et triplet ainsi que les gaps de charge a` une ou plusieurs particules. En
outre, une de´ge´ne´rescence associe´e a` un gap dans un certain secteur de l’impulsion indique une
brisure de syme´trie de translation. Un outil tre`s pratique qui est aussi fonde´ sur les e´nergies sont
les tours d’e´tats [114] pour lesquelles on trace les e´nergies en fonction du spin S(S + 1). Cet outil
peut aussi eˆtre applique´ au mode`le de Heisenberg bidimensionnel avec e´change cyclique a` quatre
spins. ´Egalement, on peut calculer la courbe de l’e´nergie en fonction de particulesE(N) ou du spin
E(Sz). Dans ce cas, on en de´duit la courbe d’aimantation qui est probablement la quantite´ la plus
importante de cette the`se. Les deux quantite´s E(N) et E(Sz) ainsi que leurs de´rive´es contiennent
de l’information sur les gaps et les phases du syste`me conside´re´. Pour la charge, on trouve pour le


















Afin de comple´ter les analogies, on trace les relations de dispersion E(k) en fonction de l’im-
pulsion. Cela permet d’e´tudier les modes et branches d’excitations et pour l’exemple d’un mode







La de´rivation de nombreuses quantite´s sont encore envisageable dont l’e´nergie d’un spinon dans
une chaıˆne dime´rise´e ou le courant a` partir d’un flux φ comme de´montre´ dans la the`se de
Roux [128].
Observables de´rive´es du calcul de l’e´tat fondamental
Avec la fonction d’onde du fondamental |ψ0〉, calcule´e avec la diagonalisation exacte, on peut cal-
culer la valeur moyenne d’une observable statique a` tempe´rature nulle. En analysant les diffe´rents
termes du hamiltonien on peut, par exemple, comparer la contribution de l’e´nergie cine´tique avec
celle de l’e´nergie potentielle d’interaction. ´Egalement, on a acce`s a` des parame`tres d’ordre locaux
ou des fonctions de corre´lations a` temps e´gaux, comme nous le discutons dans la section 3 du cha-
pitre VII ou` nous pre´sentons des corre´lations charge-charge pour le re´seau de Shastry-Sutherland.
Notons que si on obtient une erreur relative ε sur l’e´nergie apre`s n ite´rations, l’erreur sur les coef-
ficients du fondamental et donc sur les observables tire´es du fondamental est d’ordre
√
ε. Le calcul
des fonctions de corre´lations a` temps e´gaux est effectue´ soit dans l’espace direct, soit dans l’espace
re´ciproque
C(i− j) = 〈ψ0|A†jAi|ψ0〉 ou C(k) = 〈ψ0|A†kAk|ψ0〉, (III.17)
ou` la proce´dure de´pend de l’espace choisi. Pour calculer les corre´lations dans l’espace re´el, comme
par exemple SzjSzi ou c
†
jci, il est avantageux d’appliquer l’ope´rateurA
†
jAi directement sur l’e´tat fon-
damental avant de reprojeter sur |ψ0〉. Afin de calculer des corre´lations dans l’espace re´ciproque,
comme pour l’exemple de S†
k
Sk, il faut d’abord construire l’espace de Hilbert du secteur k si on
suppose que le fondamental est dans le secteur k = 0. Apre`s avoir cre´e´ le vecteur interme´diare
|ψ1〉 = Ak|ψ0〉, on calcule C(k) = 〈ψ1|ψ1〉.
Une quantite´ de grande importance qui est accessible par ce proce´de´ est notamment la matrice
densite´ re´duite qui est de´finie comme matrice densite´ d’un petit syste`me ou bloc encadre´ dans un
plus grand « super-bloc ». Elle joue un roˆle crucial dans le ce´le`bre groupe de renormalisation de
la matrice densite´ (DMRG) introduit par White et.al [148, 149]. Dans la me´thode de Contractor
Renormalization (CORE) qui est pre´sente´e dans la section 2.3 de ce chapitre, le poids de la ma-
trice densite´ re´duite peut servir comme crite`re alternatif qui permet de mieux se´lectionner les e´tats
importants d’un petit bloc encadre´ dans un plus grand syste`me [124, 151].
Afin de de´finir la matrice densite´ re´duite, conside´rons un sous-syste`me A qui est inclus dans un
plus grand syste`me B. Si le syste`me complet B est dans l’e´tat |Ψ〉, par exemple son e´tat fondamen-




ψa,b|a〉 ⊗ |b〉. (III.18)
Ici, l’indice a note la somme sur tous les e´tats du syste`meA et b note la somme sur tous les e´tats du
syste`me B \ A. La matrice densite´, qui est de fac¸on ge´ne´rale de´finie a` tempe´rature nulle comme :
ρ = |Ψ〉〈Ψ| , (III.19)
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FIG. III.1: Les plus petits re´seaux carre´s en deux dimensions avec un nombre pair de sites. D’apre`s
Dorneich [145].
nous permet ensuite d’e´valuer la matrice densite´ re´duite ρA du syste`me A :






L’inte´reˆt pour la me´thode CORE consiste dans les valeurs propres de la matrice densite´ re´duite
ρA qui caracte´risent la probabilite´ de trouver un e´tat |a〉 dans le syste`me A en supposant que
le syste`me complet soit dans l’e´tat |Ψ〉. Cela permet de se´lectionner les e´tats pertinents ayant
beaucoup de poids de la matrice densite´ re´duite. De cette fac¸on, on vise a` bien de´crire la physique
du bloc tout en re´duisant la taille de l’espace de Hilbert et donc sa complexite´. Comme discute´ dans
la section 2.3 de ce chapitre, cette me´thode peut donc servir a` remplacer le crite`re de l’e´nergie afin
de se´lectionner les e´tats sur lesquels CORE est base´e.
1.4 Notions sur une imple´mentation efficace
Re´seaux utilise´s
Les re´seaux des syste`mes quasi-unidimensionnels comme les chaıˆnes et les e´chelles sont faciles
a` traiter puisque l’on peut aise´ment re´aliser des re´seaux d’une certaine taille souhaite´e. Avec la
connaissance de re´sultats analytiques, on peut ensuite effectuer le passage a` la limite thermodyna-
mique comme discute´ dans la section 1.5 de ce chapitre.
Pour les re´seaux bidimensionnels, seulement certaines tailles permettent une ge´ometrie carre´e avec
un nombre de sites pair. Comme illustre´ dans la figure III.1, on utilise des re´seaux penche´s avec
n2 +m2 sites, ou` n,m sont des entiers. En outre la compre´hension des effets de taille finie est une
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taˆche difficile ce qui complique d’effectuer des extrapolations sur le comportement dans la limite
thermodynamique.
Codage des e´tats
Dans le langage de la seconde quantification, un e´tat |ψ〉 de n e´lectrons est construit par l’ap-
plication de n ope´rateurs de cre´ation c†i,σ sur l’e´tat du vide |0〉 ou` pour des spin-12 du mode`le de
Heisenberg chaque ope´rateur cre´e un e´lectron de spin σ =↑, ↓ sur le site i. On exprime la configu-
ration e´lectronique correspondante |c〉 par des groupements de bits et on associe un nombre entier
N (|c〉). Pour des spin-1
2
du mode`le de Heisenberg, un seul bit est suffisant afin de coder un e´tat
e´lectronique d’un site en sorte que pour quatre e´lectrons, on a :
|ψ〉 = c†1,↑c†2,↓c†3,↓c†4,↑|0〉 = |↑, ↓, ↓, ↑〉 ⇔ N (|c〉) = N (|1001〉) = 9. (III.21)
Pour des fermions, les ope´rateurs anticommutent et il faut de´finir une convention de l’ordre des
ope´rateurs si les fermions peuvent s’e´changer. Chaque permutation de deux ope´rateurs de cre´ation
(de annihilation) entraıˆne donc un facteur de −1 de sorte que l’on obtient enfin un pre´facteur de
±1 dit « signe fermionique ».
Des mode`les avec plus de deux e´tats par site, comme par exemple le mode`le de Hubbard ou des
mode`les effectifs de´rive´s avec la me´thode CORE, nous obligent de pre´voir plus d’un seul bit afin
de coder un e´tat e´lectronique. Les quatre e´tats par site du mode`le de Hubbard (cf. l’e´quation (I.1)),
par exemple, peuvent eˆtre stocke´s avec deux bits comme : |0〉 = |00〉, |↑〉 = |10〉, |↓〉 = |01〉 et
|↑↓〉 = |11〉. Par contre, un mode`le effectif que l’on peut de´river avec CORE, peut atteindre jusqu’a`
10 e´tats par site voire plus et en conse´quence, le stockage de ce mode`le ne´cessite quatre bits ou
plus. Conside´rons un exemple de l’e´quation (IV.8) de la section 2 du chapitre IV ou` l’on a six e´tats
par site, dont deux e´tats singulets (|SA〉 et |SB〉) avec spin S = Sz = 0, trois e´tats triplets polarise´s
(|TA〉, |TB〉 et |TC〉) avec S = 1 et Sz = +1 et un e´tat quintet comple`tement polarise´ (|Q〉) avec
S = 2 et Sz = +2. Afin de stocker ces six e´tats, on les nume´rote en commenc¸ant avec 0 et ensuite
on prend le nume´ro de l’e´tat dans la base binaire ce qui ne´cessite trois bits. Ainsi, on a pour les
deux e´tats singulet SA = |000〉 et SA = |001〉, les trois triplets sont stocke´s comme TA = |010〉,
TB = |011〉 et TC = |100〉 et enfin le quintet |Q〉 = |101〉. Dans ce but, on doit e´galement stocker
des informations supple´mentaires pour chaque e´tat, comme le spin S ou la composante Sz ou bien
la charge.
Utilisation des syme´tries
Les hamiltoniens que l’on e´tudie et que l’on aimerait diagonaliser posse`dent souvent un grand
nombre de syme´tries qui sont lie´es a` des quantite´s conserve´es. En fonction du syste`me conside´re´,
on observe par exemple la syme´trie du groupe de translation ou` pour un secteur de syme´trie
l’impulsion est conserve´e. Les autres syme´tries incluent l’invariance de rotation du syste`me, la
syme´trie U(1) comme la rotation autour une direction z (Stotz conserve´), l’invariance de jauge glo-
bale (nombre de particules conserve´) et la syme´trie de rotation du spin SU(2) (spin total conserve´).
Une utilisation astucieuse des syme´tries permet de diagonaliser le hamiltonien par bloc ou` chaque
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FIG. III.2: Sche´ma de re´seaux diffe´rents avec le couplage au premier voisin note´ par J1 (ou seule-
ment J), le couplage au deuxie`me voisin note´ par J2 et δ comme dime´risation. (a) Le
re´seau carre´ de
√
32 × √32 sites, (b) la boucle dime´rise´e, (c) la boucle frustre´e. Cf.
figure III.1. D’apre`s Laflorencie et Poilblanc [144].
bloc correspond a` une repre´sentation irre´ductible d’un groupe de syme´trie. Comme les tailles de
ces blocs sont plus petites que la taille de l’espace de Hilbert complet, la taˆche de la diagonalisation
est rendue beaucoup plus facile comme le montre le tableau III.1 pour quelques exemples. Pour
une imple´mentation efficace il est donc indispensable de profiter au maximum des syme´tries car
la consommation de me´moire ainsi que de temps de calcul sont diminue´s conside´rablement ce qui
permet d’acce´der a` des plus grands syste`mes.
Mode`le Taille du Groupe de Taille typique de
re´seau syme´trie l’espace de Hilbert re´duit
2D Isotrope 6× 6 T36 ⊗ C4v ⊗ I2 9 075 135 300/576
1D J1 − J2 32× 1 T32 ⊗ C2 ⊗ I2 601 080 390/128
1D J1 − J2 − δ 32× 1 T16 ⊗ I2 601 080 390/32
TAB. III.1: Groupe de syme´trie et taille typique de l’espace de Hilbert re´duit, calcule´e comme
taille de l’espace inte´gral dans le secteur Sz = 0 divise´e par le nombre de syme´tries,
pour trois mode`les antiferromagne´tiques de spin-1
2
de Heisenberg (cf. figure III.2). Les





et CN pour le groupe cyclique. D’apre`s Laflorencie et Poilblanc [144].
Afin de minimiser la consommation de me´moire pendant la diagonalisation exacte d’un hamilto-
nien, diffe´rentes techniques sont utilise´es en profitant de ces syme´tries. Notamment, on ne stocke
que les e´tats ou configurations dits « repre´sentatifs », c’est-a`-dire des configurations qui ne sont
pas mutuellement relie´es en appliquant les syme´tries d’espace. Ensuite, parmi un nombre de confi-
gurations qui sont lie´es par des syme´tries d’espace, on choisit comme configuration repre´sentative
pour des raisons pratiques le plus petit nombre entier correspondant, selon l’e´quation (III.21).































FIG. III.3: Convergence de l’algorithme de Lanczos. `A gauche, la convergence du spectre de basse
e´nergie de la matrice tridiagonale vers le spectre exact calcule´ inde´pendamment. Les
cercles indiquent les e´nergies douteuses associe´es a` l’apparition de vecteurs fantoˆmes,
dits « ghosts ». `A droite, l’erreur relative
∣∣Eklanczos(i)− Ekexact∣∣/∣∣Ekexact∣∣ apre`s i ite´rations
pour les k = 1, . . . , 10 plus petites valeurs propres. La convergence est sensiblement
exponentielle jusqu’a` la pre´cision de la machine. D’apre`s Roux [128].
Roux [128], il y a encore beaucoup d’autres moyens pour optimiser la performance de l’algorithme
de la diagonalisation exacte tout en tenant compte de de´ge´ne´rescence potentielles [152]. Le lecteur
est prie´ de s’adresser aux re´fe´rences donne´es pour plus de de´tails car ces points techniques ne sont
pas au cœur de cette the`se.
1.5 Convergence et effets de taille finie
L’efficacite´ de la diagonalisation exacte de´pend fortement d’une utilisation des syme´tries astu-
cieuse, d’une imple´mentation optimise´e du produit H|ψ〉 et d’une bonne performance de l’al-
gorithme choisi. Notamment, pour l’algorithme de Lanczos, on observe une convergence expo-
nentielle comme le montre l’exemple dans la figure III.3. On note que la convergence sur un e´tat
propre est d’autant plus rapide qu’il est bien se´pare´ en termes d’e´nergie. L’utilisation des syme´tries
ne sert donc pas seulement a` minimiser le besoin de me´moire afin de stocker l’espace de Hilbert,
mais aussi a` rendre plus rapide la convergence puisque la densite´ du spectre a` basse e´nergie est
diminue´e. Comme discute´ dans la section 1.3, une erreur relative ε sur l’e´nergie du fondamental
entraıˆne une erreur relative d’ordre
√
ε sur les observables tire´es du fondamental. Par conse´quent,
le nombre d’ite´rations doit eˆtre augmente´ pour les calculs d’observables comme les fonctions de
corre´lations, comme le montre la figure III.4.
`A coˆte´ de son plus grand avantage, notamment la convergence exponentielle, la figure III.3 re´ve`le
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FIG. III.4: Convergence de l’algorithme de Lanczos pour une mesure locale qui traduit la conver-
gence de la repre´sentation du fondamental plus lente que celle de l’e´nergie. D’apre`s
Roux [128].
aussi le plus grand de´savantage de l’algorithme de Lanczos. Pendant l’exe´cution de l’algorithme
des erreurs d’arrondis apparaissent apre`s un certain nombre d’ite´rations ce qui provoque l’appari-
tion de vecteurs fantoˆmes avec des valeurs propres de basse e´nergie douteuses. Avec un plus grand
nombre d’ite´rations ces vecteurs convergent vers l’e´tat propre d’e´nergie plus basse le plus proche
ce qui engendre des de´ge´ne´rescences non physiques dans le spectre de basse e´nergie. Cela ne geˆne
pas le calcul de l’e´nergie de l’e´tat fondamental, mais rend e´videmment douteux le calcul des e´tats
excite´s comme le montre le tableau III.2. Dans le calcul utilisant l’algorithme de Lanczos on re-
Algorithme iter 1er 2e 3e 4e
Exact -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054
Davidson 105 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054
Lanczos 58 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.2976885465600
59 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.3442335795376
60 -5.1643305416143 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054
TAB. III.2: Gestion des de´ge´ne´rescences exactes lorsque toutes les syme´tries ne sont pas utilise´es
sur les 4 premiers e´tats excite´s. Le Lanczos ne donne pas les de´ge´ne´rescences exactes
(et en donne certaines absurdes dues aux vecteurs fantoˆmes) alors que le Davidson les
re´sout correctement au prix d’un plus grand nombre d’ite´rations. D’apre`s Roux [128].
connaıˆt la mauvaise gestion des de´ge´ne´rescences exactes due aux vecteurs fantoˆmes. L’algorithme
de Davidson offre des avantages en e´vitant les vecteurs fantoˆmes ce qui rend cet algorithme fiable
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quant aux de´ge´ne´rescences et aux e´tats excite´s. En revanche, pour des nombreux syste`mes l’algo-
rithme de Davidson converge plus lentement que l’algorithme de Lanczos.
Une autre limitation de la diagonalisation exacte sont les tailles des re´seaux accessibles qui, avec
40 sites au maximum, sont relativement petites compare´es avec des autres me´thodes nume´riques
comme le DMRG ou le Monte Carlo Quantique (QMC). Graˆce a` des re´sultats analytiques, on peut
dans quelques cas toutefois de´river des quantite´s dans la limite thermodynamique, en particulier
pour des syste`mes unidimensionnels.
Par contre, en deux dimensions, la compre´hension des effets de taille finie n’est pas facile. En outre,
seulement peu de tailles de syste`me avec une ge´ome´trie carre´e et un nombre de sites pair sont ac-
cessibles, comme le montre la figure III.1. Cela rend tre`s difficile d’effectuer des extrapolations sur
le comportement dans la limite thermodynamique.
2 La me´thode de « Contractor Renormalization (CORE) »
Introduite par Morningstar et Weinstein en 1994 [153, 154], la me´thode de « Contractor Renorma-
lization (CORE) » est une technique de renormalisation dans l’espace re´el, conc¸ue afin d’e´tudier
la physique de the´ories de champ quantique sur re´seau. Cette approche non perturbative permet
d’e´tudier des syste`mes magne´tiques [151, 155–159] et dope´s [160, 161] en construisant un hamil-
tonien effectif a` partir d’un hamiltonien microscopique sur re´seau comme par exemple du mode`le
d’Ising, Heisenberg ou Hubbard. Le hamiltonien de´rive´ re´duit la complexite´ du syste`me conside´re´
car il agit dans un espace Hilbert re´duit tout en reproduisant la physique de basse e´nergie. En
conse´quence, le mode`le microscopique initial est remplace´ par un mode`le effectif avec moins
d’e´tats et un hamiltonien plus complexe a` condition que les e´tats sur lesquels CORE est base´ aient
une projection suffisante sur les e´tats propres de plus basse e´nergie du mode`le initial. Le mode`le ef-
fectif peut ensuite eˆtre e´tudie´ en de´duisant des quantite´s qui caracte´risent sa physique, comme des
interactions a` diffe´rentes distances et des termes de saut de particules. On peut e´galement e´tudier le
mode`le effectif avec des me´thodes nume´riques, comme la diagonalisation exacte, le Monte Carlo
Quantique, etc.
Afin de mieux comprendre la me´thode CORE, nous allons d’abord traiter dans la section 2.1 de
ce chapitre le groupe de renormalisation dans l’espace re´el dit « naı¨f » d’apre`s Wilson [162, 163].
Malgre´ ses succe`s, cette approche a des limitations dues a` une description insuffisante des interac-
tions et les autres techniques de renormalisation dans l’espace re´el ont pour but d’ame´liorer cette
de´faillance.
Une ame´lioration prometteuse est l’introduction des interactions effectives qui peuvent eˆtre
de´rive´es en se fondant sur la the´orie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] ou de desCloi-
zeaux [165], par exemple. Par conse´quent, la section 2.2 est consacre´e a` une formulation efficace
de la the´orie des hamiltoniens effectifs ainsi qu’a` une me´thode de renormalisation dans l’espace
re´el qui y recourt.
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L’ide´e des hamiltoniens effectifs est aussi utilise´e dans la me´thode CORE de Morningstar et Wein-
stein [153, 154] dont la section 2.3 de ce chapitre pre´sente le proce´de´ de´taille´. Dans le reste de ce
chapitre, la me´thode CORE est explique´e de fac¸on plus approfondie : dans la section 2.4, quelques
commentaires pre´cisent le proce´de´ en discutant quelques points techniques et dans la section 2.5,
l’application de CORE est illustre´e avec deux exemples simples qui montrent son utilite´ et qui
permettent une meilleure compre´hension. Ensuite, la me´thode CORE est applique´e a` diffe´rents
mode`les dans les chapitres IV a` VII, ou` le chapitre IV, qui traite des e´chelles de spin, est plutoˆt
pe´dagogique en de´taillant des points techniques de la me´thode.
La description de´taille´e de la me´thode CORE est largement fonde´e sur les articles initiaux de Mor-
ningstar et Weinstein [153, 154] et un article pe´dagogique d’Altman et Auerbach [160]. Il s’agit
en conse´quence, d’une description de l’ide´e initiale de la me´thode et les de´veloppements re´cents,
comme par exemple une approche ge´ne´ralise´e dite Extended Contractor Renormalization (EN-
CORE) d’Albuquerque et al. [166, 167] ainsi qu’une approche de CORE le´ge`rement modifie´e par
Siu et Weinstein [168], ne sont pas pris en compte. Par contre, une approche de Capponi et al. [151]
qui utilise aussi le poids de la matrice densite´ re´duite et non seulement l’e´nergie pour justifier le
choix d’e´tats va eˆtre pre´sente´e en profondeur.
2.1 Le groupe de renormalisation dans l’espace re´el « naı¨f »
Une formulation efficace et puissante du groupe de renormalisation dans l’espace re´el (RSRG),
aussi dit « naı¨f », fut pre´sente´e par Wilson [162, 163]. Cette approche est applicable aux mode`les
quantiques sur re´seau et tre`s utile afin d’e´tudier des transitions de phase continues et en parti-
culier le proble`me de Kondo [169]. L’ide´e de base de ce processus ite´ratif est de conside´rer un
petit syste`me dans l’espace re´el et lors de chaque ite´ration d’agrandir la taille du syste`me tout en
re´duisant les degre´s de liberte´. Plus pre´cise´ment, l’approche du groupe de renormalisation naı¨f
dans l’espace re´el se pre´sente comme suit :
– Premie`rement, le syste`me conside´re´ est subdivise´ en des petits blocs de taille L, en notant
H0 le hamiltonien de ce bloc e´le´mentaire et V0 le hamiltonien du syste`me entre deux blocs
e´le´mentaires voisins.
– Ensuite, on diagonalise H0 et on ne prend en compte que les M e´tats de plus basse e´nergie parmi
tous les N e´tats propres. Ces M e´tats constituent l’espace re´duit de basse e´nergie de l’espace de
Hilbert du hamiltonien complet du bloc e´le´mentaire. Puis, on appelle H0,trunc la projection de
H0 sur l’espace re´duit d’un bloc e´le´mentaire et, de fac¸on analogue, V0,trunc la projection de V0
sur l’espace re´duit du syste`me entre deux blocs e´le´mentaires.
– Comme le montre la figure III.5, lors de la prochaine ite´ration, les blocs initiaux sont remplace´s
par des sites, dits « super-sites ». Le hamiltonien tronque´ H0,trunc caracte´rise les degre´s de
liberte´ d’un nouveau site dans le nouveau re´seau et V0,trunc caracte´rise le hamiltonien entre deux
super-sites.
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A)
B)
FIG. III.5: Renormalisation d’un syste`me uni-dimensionnel : (A) D’apre`s Wilson [162, 163] la
chaıˆne est subdivise´e en blocs de trois sites et chaque bloc renormalise´ constitue un
nouveau site. (B) Par contre, cet exemple du DMRG n’ajoute qu’un site par ite´ration.
D’apre`s Siu et Weinstein [170].
– La proce´dure continue en identifiant un nouveau bloc e´le´mentaire qui consiste de L super-sites
et dont le hamiltonien est H1.
– Enfin, cette ite´ration est comple´te´e par la troncation du hamiltonien d’un nouveau bloc
e´le´mentaire H1 et du hamiltonien caracte´risant le syste`me entre deux nouveaux blocs
e´le´mentaires V1.
De cette manie`re, pendant chaque ite´ration n on construit Hn+1 et Vn+1 a` partir de Hn et Vn, res-
pectivement. `A partir d’un petit bloc, on agrandit le syste`me peu a` peu et on se concentre sur les
e´tats de basse e´nergie pour chaque syste`me interme´diaire. Ainsi les e´tats excite´s de haute e´nergie
sont tronque´s et supprime´s et le proce´de´ cible l’e´tat fondamental et quelques e´tats excite´s de basse
e´nergie du syste`me infini. Enfin, ce processus est converge´ quand les hamiltoniens obtenus ne
changent que de fac¸on ne´gligeable lors d’une ite´ration.
Malgre´ ces succe`s, ce proce´de´ a aussi des limitations. Notamment, il implique que l’e´tat fonda-
mental du syste`me infini est bien de´crit par l’e´tat fondamental des petits bloc e´le´mentaires dont
consiste le syste`me infini. Cette hypothe`se n’est pas toujours bien justifie´e car il est possible que
des e´tats excite´s d’un petit bloc contribuent a` l’e´tat fondamental du syste`me infini.
L’un des proble`mes les plus connus de cette approche est la particule libre sur une chaıˆne de taille
finie. La fonction d’onde a un profil sinusoı¨dal et s’e´tend sur toute la chaıˆne comme illustre´e dans
la Fig. III.6. Or, le groupe de renormalisation naı¨f subdivise la chaıˆne en petits blocs dont fonctions
d’onde sont nulles aux bords de chaque bloc ce qui rend impossible de trouver la bonne fonction
d’onde. Cette difficulte´ de l’approche naı¨ve est reme´die´e dans des me´thodes de groupe de renorma-
lisation plus re´cents comme la me´thode de Contractor Renormalisation ainsi que le ce´le`bre groupe
de renormalisation de la matrice densite´ (DMRG) introduit par White et al. [148, 149] dont la
Fig. III.5 montre un sche´ma simple. Avant de pre´senter la me´thode CORE, conside´rons d’abord
une approche similaire qui est e´galement capable d’e´viter les proble`mes de l’approche naı¨ve.
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RG DMRG
FIG. III.6: Proble`me d’une particule libre sur une chaıˆne : a` gauche, les e´tats propres de plus basse
e´nergie d’un bloc e´le´mentaire selon le groupe de renormalisation « naı¨ve » ne sont
pas une bonne base afin de de´crire la fonction d’onde du syste`me complet. `A droite, le
DMRG de´montre des grands avantages. D’apre`s Roux [128].
2.2 Le groupe de renormalisation dans l’espace re´el avec des
interactions effectives
Le groupe de renormalisation naı¨f a un point faible dans la prise en compte des interactions entre
les blocs et il y a diffe´rentes strate´gies pour mieux capturer la physique de basse e´nergie d’un
syste`me quantique sur re´seau. Une approche prometteuse est l’introduction d’interactions effec-
tives entre les blocs dans la technique du groupe de renormalisation. Ceci peut eˆtre effectue´ en
utilisant la the´orie des perturbations quasi-de´ge´ne´re´es, comme le proposent Lepetit et Manousa-
kis [171] ou bien en utilisant la the´orie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164, 165], comme
propose´ par Malrieu et Guihe´ry [172].
Par rapport au RSRG naı¨f, ces deux ide´es sont capables d’ame´liorer conside´rablement la pre´cision
des calculs et notamment les hamiltoniens effectifs ont e´te´ applique´s avec succe`s dans diffe´rents
domaines [173, 174] comme la physique et la chimie quantique, la physique nucle´aire et relati-
viste. C’est pourquoi, outre la similarite´ avec la me´thode CORE, nous discutons dans ce qui suit le
proce´de´ de Malrieu et Guihe´ry [172, 175] en quelques de´tails. Revoyons d’abord les ide´es fonda-
mentales des hamiltoniens effectifs afin de faciliter la compre´hension de la discussion suivante.
Les hamiltoniens effectifs
Le but de cette approche est de trouver un hamiltonien effectifHeff qui contienne le spectre de basse
e´nergie du hamiltonien exact H et dont les vecteurs propres soient repre´sentatifs. Les solutions du
hamiltonien exact engendrent un espace de Hilbert qui est divise´ dans le sous-espace S que nous
cherchons et un espace orthogonal S⊥. On associe les projecteurs P au sous-espace S et Q au
sous-espace S⊥ et on a :
P 2 = P, Q2 = Q, P +Q = 1. (III.22)
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FIG. III.7: `A gauche : le hamiltonien exact H , le hamiltonien transforme´ H = U−1HU et le ha-
miltonien effectif Heff = P−10 HP0 ont les meˆmes e´nergies dans les sous-espace S et
l’espace mode`le S0, respectivement. `A droite : repre´sentation du hamiltonien exact (a),
du hamiltonien transforme´ (b), et du hamiltonien effectif (c) dans l’espace mode`le S0
(avec le projecteur P0) et le sous-espace orthogonal (avec le projecteur Q0). D’apre`s
Durand [173].
On peut e´galement diviser l’espace de Hilbert dans un sous-espace nomme´ espace mode`le S0 qui
contient les solutions approximatives de basse e´nergie du hamiltonien exact d’une part et l’espace
orthogonale S⊥ d’autre part. De fac¸on analogue, on associe les projecteurs P0 au sous-espace S0
et Q0 au sous-espace S⊥, comme illustre´ dans la figure III.7 a` gauche, et on a :
P 20 = P0, Q
2
0 = Q0, P0 +Q0 = 1. (III.23)
Pour trouver des hamiltonien effectifs a` partir du hamiltonien exact H , on conside`re d’abord la
relation d’e´quivalence suivante qui nous donne le hamiltonien transforme´ H :
H = U−1HU. (III.24)
La transformation U doit eˆtre inversible, mais par forcement unitaire et sert a` de´coupler H dans
les deux sous-espaces S0 et S⊥ :
H = P0HP0 +Q0HQ0 ou` Heff = P0HP0. (III.25)
La figure III.7 a` droite illustre l’effet de la transformation U sur le hamiltonien exact H . On y
voit que le hamiltonien effectif Heff correspond a` la partie du hamiltonien transforme´ H qui est
engendre´ par le projecteur P0 sur l’espace mode`le S0. Comme le montre Durand [173], on peut
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choisir une autre transformation U plus ge´ne´rale qui permet de de´duire d’autres transformations
connues. Elle est de´finie comme suit :
U = P (P0PP0)
−ν +Q(Q0QQ0)
−ν . (III.26)
Ce choix de transformation s’ave`re eˆtre tre`s adroit et puissant puisque, si les projecteurs sont bien
de´finis, on peut choisir diffe´rentes valeurs pour l’exposant ν ≥ 0. Ainsi, on trouve les hamiltoniens
effectifs d’Oˆkubo [176] Heff,Oˆ, de Bloch [164] Heff,B et de desCloizeaux [165] Heff,dC :
ν = 0 : Heff,Oˆ = (P0PP0)−1PHP0,




: Heff,dC = (P0PP0)− 12PHP (P0PP0)− 12 .
La transformation U permet donc de de´river des hamiltoniens effectifs directement a` partir du
hamiltonien exact et par conse´quent, cette approche constitue une me´thode rapide et de grande
transparence, comme le souligne Durand [173]. Quand meˆme, on doit ve´rifier qu’il y ait une cor-
respondance entre l’espace mode`le S0 et le sous-espace exact S ce qui n’est pas le cas, par exemple,
lors de l’apparition d’e´tats intrus dans l’espace mode`le [173, 174].
Application des hamiltoniens effectifs dans une me´thode de renormalisation dans l’espace
re´el
La the´orie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] trouve son application dans une me´thode de
renormalisation dans l’espace re´el qui a e´te´ propose´e par Malrieu et Guihe´ry [172]. Cette approche
cherche a` trouver un hamiltonien effectif dans un sous-espace de l’espace de Hilbert exact et se
pre´sente en de´tail comme suit.
Pour commencer, on divise un super-bloc de NT sites de spin-12 en NB blocs qui contiennent
chacun un nombre impair de sites. La taille du super-bloc est limite´e puisqu’on calcule un nombre
Nm d’e´tats propres |Ψ0m〉 du super-bloc en utilisant des me´thodes de diagonalisation exacte (voir
les sections 1.1 et 1.2 de ce chapitre) a` partir de :
H(0)SB|Ψ(0)m 〉 = E(0)m |Ψ(0)m 〉, (III.28)
ou` l’exposant (0) indique le nombre de l’ite´ration. Les Nm e´tats sont choisis selon leur pertinence
pour la quantite´ physique a` laquelle on s’inte´resse ce qui constitue un pas important du proce´de´
puisqu’ensuite toute autre information est perdue. Ils de´finissent l’espace cible S = {|Ψ(0)m 〉} au-




|Ψ(0)m 〉〈Ψ(0)m |. (III.29)
Avec l’espace cible de´fini, on cherche l’espace mode`le que l’on construit a` partir des blocs qui
constituent le super-bloc. Pour un seul bloc avec le hamiltonien correspondant H(0)bloc, on calcule
les e´tats propres |φ(0)i 〉 de plus basse e´nergie :
H(0)bloc|φ(0)i 〉 = e(0)i |φ(0)i 〉. (III.30)
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Pour chaque bloc, les Ni e´tats de plus basse e´nergie sont garde´s et ensuite l’espace mode`le S0 est
construit comme le produit tensoriel desNi e´tats de chaque bloc. Ainsi, S0 = {|Φ(0)k 〉} = {|φ(0)1 〉}⊗
· · · ⊗ {|φ(0)Nbloc〉} repre´sente un espace de Hilbert re´duit pour le super-bloc avec un isomorphisme
entre l’espace mode`le S0 et l’espace cible S ce qui implique que
dim(S0) = N
Nbloc
i = Nm = dim(S). (III.31)




|Φ(0)k 〉〈Φ(0)k | (III.32)
et on peut ensuite e´valuer la projection du vecteur propre |Ψ(0)m 〉 du super-bloc sur l’espace mode`le
S0 selon |Ψ˜(0)m 〉 = P0|Ψ(0)m 〉.
Il est important de noter que le succe`s de la me´thode de´pend du choix des e´tats |Ψ(0)m 〉 du super-bloc
et de leurs projections sur l’espace mode`le. Plus les normes des projections |Ψ˜(0)m 〉 des e´tats |Ψ(0)m 〉
sur l’espace mode`le sont grandes, plus l’espace mode`le S0 et l’espace cible S sont en correspon-
dance. On a donc fort inte´reˆt a` choisir les e´tats |Ψ(0)m 〉 tels que leurs projections sur l’espace mode`le
soient importantes.
`A partir de ces re´sultats pre´paratoires, on construit le hamiltonien de la premie`re ite´ration H(1)SB de
la manie`re suivante. Comme on prend en compte une interaction effective entre les blocs qui sont
les super-sites de la prochaine ite´ration, le hamiltonien H(1)SB et le hamiltonien effectif Heff (1) sont
de meˆme forme. Bien que la proce´dure permette d’inclure des interactions effectives a` plusieurs







Heff (1)i,j + · · · . (III.33)
Dans le premier terme les e´nergies propres des blocs contribuent au hamiltonien effectif et dans
le deuxie`me terme tous les couples de blocs interagissants y contribuent. Plus pre´cise´ment, le
premier terme du hamiltonien est une matrice diagonale dont les e´nergies propres sont les Nm
e´nergies propres exactes du hamiltonien exactHSB et dont les vecteurs propres sont les projections
des vecteurs exactes |Ψ〉(0)m sur l’espace mode`le S0 :
Heff (1)|Ψ˜(0)m 〉 = E(0)m |Ψ˜(0)m 〉. (III.34)
Le deuxie`me terme de l’e´quation (III.33) contient les interactions effectives entre deux blocs qui
s’e´valuent dans la base des vecteurs |Φ(0)m 〉 qui engendrent l’espace mode`le S0 :
〈Φ(0)k |Heff (1)|Φ(0)l 〉 =
∑
m
〈Φ(0)k |Ψ˜(0)m 〉 E(0)m 〈(Ψ˜(0)m )⊥|Φ(0)l 〉. (III.35)
Ici, |(Ψ˜(0)m )⊥〉 indique les vecteurs qui sont biorthogonaux aux vecteurs |Ψ˜(0)m 〉 (cf. [172] pour plus
de de´tails).
63
Chapitre III. Me´thodes nume´riques
Apre`s ces manipulations, le re´seau consiste deNT super-sites qui e´taient les blocs de l’ite´ration 0 et
le hamiltonien est un hamiltonien effectif renormalise´ qui inclut des interactions effectives entre les
super-sites. Ainsi, on peut continuer l’ite´ration en repartant du premier pas de la proce´dure a` condi-
tion que le hamiltonien apre`s une ite´ration soit isomorphe au hamiltonien de de´part. Ge´ne´ralement,
ce n’est pas le cas puisque lors d’une ite´ration, le hamiltonien initial peut se transformer en hamil-
tonien de variables diffe´rentes ou bien le re´seau initial ne se retrouve pas dans le re´seau des super-
sites et les interactions effectives ne correspondent pas aux interactions initiales. ´Evidemment,
l’absence d’un isomorphisme entre le hamiltonien initial et effectif nous empeˆche d’ite´rer facile-
ment.
L’utilite´ et le potentiel de la me´thode sont illustre´s a` l’aide de quelques calculs de test pour des re-
lativement petits re´seaux. Avec tre`s peu d’effort nume´rique, cette approche nous donne de´ja` pour
le plus petit syste`me, a` savoir deux blocs a` trois sites chacun, des re´sultats raisonnables pour des
exemples de diffe´rentes chaıˆnes de Heisenberg, comme la chaıˆne isotrope, dime´rise´e ou la chaıˆne
zigzag. En particulier pour la chaıˆne de spin-1
2
de Heisenberg, on retrouve les re´sultats exacts a`






35] de la chaıˆne zigzag, qui est e´quivalente a` la chaıˆne J1-J2 (cf. la section 2.1 du chapitre I), est
calcule´e avec une erreur relative de seulement 0.3%.
Discutons maintenant la me´thode CORE qui partage quelques ide´es avec la me´thode de Malrieu et
Guihe´ry [172], mais se distingue dans la construction du hamiltonien effectif.
2.3 Le proce´de´ de CORE
Comme une me´thode de renormalisation dans l’espace re´el, la me´thode de Contractor Renorma-
lisation (CORE) s’applique aux syste`mes sur re´seaux. Cette approche est base´e sur le groupe de
renormalisation « naı¨f » d’apre`s Wilson [162, 163], mais graˆce a` des ame´liorations importantes
quant a` la description des interactions entre les blocs, elle arrive a` e´viter certaines difficulte´s de
l’approche naı¨ve. En de´tail, afin de construire nume´riquement un hamiltonien effectif, le proce´de´
de CORE se pre´sente comme suit :
1. On choisit un bloc e´le´mentaire et on diagonalise le hamiltonien H correspondant afin de
trouver ses e´nergies propres et vecteurs propres.
2. Un nombre M d’e´tats de basse e´nergie {|α〉}M1 est garde´ en ne´gligeant les e´tats restants de
plus haute e´nergie. Il est aussi imaginable de se´lectionner les e´tats non selon leurs e´nergies,
mais plutoˆt selon leurs poids de la matrice densite´ re´duite pre´sente´e dans la section 1.3 de
ce chapitre, comme le proposent Capponi et al. [151]. En tout cas, l’espace de Hilbert re´duit
de N blocs e´le´mentaires est ensuite construit comme le produit tensoriel des e´tats garde´s du
bloc e´le´mentaire |α1, . . . , αN〉.
3. Le hamiltonien renormalise´ Hren d’un syste`me de N blocs e´le´mentaires connexes est de´fini
dans l’espace de Hilbert re´duit de dimension M = MN . On diagonalise le hamiltonien
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H de ce syste`me afin de trouver les M e´tats propres de plus basse e´nergie |n〉 et leurs
e´nergies propres ǫn avec n = 1, . . . ,M. Les fonctions d’onde ψn sont ensuite projete´es sur
l’espace de Hilbert re´duit et on obtient leurs composantes dans la base des e´tats garde´s du
bloc e´le´mentaire |α1, . . . , αN〉. Apre`s, les e´tats projete´s sont orthonormalise´s par le proce´de´










ou` Zn est un facteur de normalisation. Dans certains cas, on doit calculer plus de MN e´tats
de basse e´nergie puisqu’il est possible que certains e´tats aient une petite projection ou une
projection nulle sur l’espace de Hilbert re´duit ou bien disparaissent apre`s l’orthogonalisation.





et il est construit de sorte qu’il reproduise les M e´tats propres de plus basse e´nergie.
4. On de´finit le hamiltonien connexe a` porte´e N qui contient les interactions connexes de N
points comme suit :




ou` N ′ ≤ N−1. Ainsi, le hamiltonien connexe d’un seul bloc e´le´mentaireHconi est e´quivalent
au hamiltonien renormalise´ d’un bloc e´le´mentaire. Ensuite, Hcon〈i,j〉 caracte´rise l’interaction
des plus proches voisins et les corrections aux termes d’un seul bloc e´le´mentaire. L’inter-
action a` trois sites et les corrections aux tailles infe´rieures sont de´finies par Hcon〈i,j,k〉, etc. Par
conse´quent,Hconi1,...,iN qualifie une interaction a` porte´e N bien que la distance entre deux sites
ne soit pas e´gale a` N , mais a` N − 1.
Par exemple, le hamiltonien connexe a` porte´e 2, qui se de´rive avec deux blocs e´le´mentaires
voisins Bi et Bi+1, est de´fini comme suit [154] :
Hcon〈i,i+1〉 ≡ Hcon2 (Bi, Bi+1) = Hren2 (Bi, Bi+1)−Hcon1 (Bi)−Hcon1 (Bi+1). (III.39)
De manie`re analogue, on obtient pour le hamiltonien connexe a` porte´e 3 de trois blocs
e´le´mentaires voisins Bi, Bi+1 et Bi+2 :
Hcon〈i,i+1,i+2〉 ≡ Hcon3 (Bi, Bi+1, Bi+2) =
= Hren3 (Bi, Bi+1, Bi+2)−Hcon2 (Bi, Bi+1)−Hcon2 (Bi+1, Bi+2)−
−Hcon1 (Bi)−Hcon1 (Bi+1)−Hcon1 (Bi+2). (III.40)
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Hconi,j,k + · · · . (III.41)
Ge´ne´ralement, avec un bon choix du bloc e´le´mentaire et des e´tats garde´s, les interactions
connexes de N points diminuent suffisamment vite avec la porte´e N . On peut donc tronquer
le de´veloppement de l’e´quation (III.41) parce que la physique de basse e´nergie est bien
de´crite par un hamiltonien effectif a` relativement courte porte´e, par exemple porte´e 3 si on
ne prend en compte que trois blocs e´le´mentaires. Toutefois, il est indispensable de ve´rifier
que les interactions connexes soient ne´gligeables a` partir d’une porte´e donne´e.
La me´thode initiale d’apre`s Morningstar et Weinstein est conc¸ue comme un processus ite´ratif avec
un mode`le effectif que l’on obtient apre`s la premie`re ite´ration et que l’on utilise comme mode`le
initial de la deuxie`me ite´ration. Par conse´quent, les blocs de la premie`re ite´ration servent comme
super-site dans la deuxie`me ite´ration. Pour une se´quence d’ite´rations, on observe un flux du hamil-
tonien renormalise´ et des interactions connexes vers un point fixe et le processus peut eˆtre arreˆte´.
Comme de´ja` discute´ pour les autres me´thodes de renormalisation dans l’espace re´el, des telles
ite´rations ne sont pas toujours faciles : a` partir d’un mode`le initial qui consiste en un re´seau et
un hamiltonien initial, CORE de´rive un mode`le effectif, c’est-a`-dire un hamiltonien effectif et un
re´seau effectif qui peuvent diffe´rer du mode`le initial de fac¸on importante. Cela rend difficile d’ef-
fectuer une ite´ration ulte´rieure de la meˆme fac¸on parce que la physique du mode`le initial ne se
retrouve pas dans le mode`le effectif ce qui peut impliquer que le bloc e´le´mentaire ou bien le choix
d’e´tats a` garder changent et doivent eˆtre adapte´s. Dans cette the`se, on n’effectue qu’une seule
ite´ration du proce´de´ de CORE surtout afin de ne pas perdre en pre´cision, mais aussi parce qu’on
pense qu’une ite´ration nous donne acce`s a` des nouvelles tailles et qu’elle suffit a` bien de´crire la
physique.
2.4 Quelques pre´cisions sur le proce´de´
L’ide´e ge´ne´rale du proce´de´ me´rite quelques commentaires plus spe´cifiques ainsi que des explica-
tions a` propos de ses points cruciaux et de ses limitations. L’application syste´matique aux e´chelles
de spin et quelques points techniques sont discute´s de manie`re pe´dagogique dans le chapitre IV.
– Au de´but du proce´de´, on divise le syste`me conside´re´ dans blocs e´le´mentaires. Le but est
de pre´server un maximum de syme´tries du re´seau initial sachant que la division en blocs
e´le´mentaires brise toujours des syme´tries de translation [177]. Un choix optimal conserve les
syme´tries initiales de rotation, comme des plaquettes dans un re´seau de plaquettes, des triangles
dans le re´seau de Kagome´ ou des te´trae`dres dans le re´seau pyrochlore.
– Il y a deux cas limites pour lesquels CORE converge vers le mode`le initial : (i) Tous les e´tats
d’un bloc e´le´mentaire sont garde´s et aucun n’est ne´glige´. Pour cette ope´ration triviale, le mode`le
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effectif obtenu avec CORE est identique au mode`le initial formule´ dans une base diffe´rente et il
n’y a aucune re´duction de la complexite´ du syste`me. (ii) Si le de´veloppement de contributions
d’interactions connexes de l’e´quation (III.41) est effectue´ jusqu’a` l’infini, le syste`me effectif
coı¨ncide avec le syste`me initial exactement a` basse e´nergie.
– On effectue la diagonalisation du syste`me initial a`N blocs e´le´mentaires afin de trouver le spectre
de basse e´nergie et les vecteurs propres en utilisant les routines de LAPACK pour des tailles
d’espaces de Hilbert infe´rieures a` environ 10.000. Ceci est faisable de fac¸on confortable tout
en e´tant raisonnable quant au temps de calcul et a` la consommation de me´moire. Par contre,
comme l’espace de Hilbert croıˆt de manie`re exponentielle, on atteint les limites de LAPACK
pour des porte´es de CORE plus e´leve´es et la diagonalisation exacte avec l’algorithme de David-
son (cf. section 1.2 de ce chapitre) est pre´fe´rable puisqu’elle est moins gourmande en espace de
me´moire.
– Avec la me´thode CORE, il est non seulement possible de reproduire le spectre de basse e´nergie
d’un syste`me, mais en principe aussi de calculer des fonctions de corre´lation d’un ope´rateur mi-
croscopique. Dans ce but, Altman et Auerbach [160] introduisent un ope´rateur sous forme d’une
perturbation line´aire et arrivent a` de´river une expression qui permet de calculer des fonctions de
corre´lation a` deux points.
– A priori, on ne peut pas estimer l’erreur quantitative due a` la troncation. Pourtant, la valeur des
interactions connexes de N points donne une indication sur la longueur de cohe´rence des degre´s
de liberte´ locaux qui sont repre´sente´s dans le choix des e´tats garde´s pour la me´thode CORE. Si
l’ordre de grandeur des interactions connexes diminue vite avec N , la longueur de cohe´rence
est petite et une troncation apre`s peu de contributions d’interactions connexes est bien justifie´e.
Pour la fiabilite´ de la me´thode, cela doit eˆtre ve´rifie´ pour chaque application de CORE.
– Apre`s ou meˆme avant l’orthogonalisation de Gram-Schmidt de l’e´quation (III.36), certains e´tats
d’un syste`me conside´re´ peuvent avoir une petite projection sur l’espace de Hilbert re´duit qui
est le produit tensoriel des e´tats garde´s du bloc e´le´mentaire. Afin de de´cider si un e´tat est garde´
ou ne´glige´ lors de la proce´dure, une norme minimale de la projection doit eˆtre de´finie et dans
nos calculs, nous fixons cette norme a` 10−6. Ce choix semble bien justifie´ et raisonnable puis-
qu’avant l’orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous observons que les normes d’e´tats sont soit
de l’ordre de la pre´cision de la machine au carre´ (typiquement 10−28 a` 10−30), soit supe´rieures
a` 10−6. Dans ce cas, les e´tats sont bien se´pare´s et la se´lection d’e´tats serait simple. Par contre,
nous observons qu’apre`s l’orthogonalisation de Gram-Schmidt, ce n’est plus le cas et les normes
peuvent e´galement avoir des valeurs entre 10−6 et 10−14. S’il existe beaucoup d’e´tats avec une
norme le´ge`rement au-dessus ou au-dessous du seuil fixe´, une adaption de la valeur du seuil ou
bien du choix du bloc e´le´mentaire et d’e´tats garde´s peut s’ave´rer opportune.
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2.5 Exemples simples de l’application de CORE
Quelques exemples de l’application de CORE pour des syste`mes physiques simples incluent la
chaıˆne zigzag de Heisenberg et la chaıˆne de Hubbard ainsi que la chaıˆne de Hubbard au demi-
remplissage. Ces deux syste`mes permettent de choisir un bloc e´le´mentaire qui consiste en seule-
ment deux sites et de ne garder qu’un seul e´tat pour ce bloc e´le´mentaire. Par conse´quent, les
hamiltoniens connexes, renormalise´s et effectifs ne sont que de nombres scalaires et le proce´de´ de
CORE est tre`s facile a` effectuer.
Avant de discuter les deux exemples en de´tail, notons que parmi d’autres exemples plutoˆt
pe´dagogiques afin d’e´tudier la me´thode CORE, on peut aussi compter le mode`le d’Ising dans une
dimension avec un champ magne´tique transverse [178]. Et enfin, le chapitre IV est consacre´e a`
l’e´chelle de spin qui permet e´galement de faciliter la compre´hension de la me´thode CORE, surtout
la discussion de l’approche a` porte´e 2 discute´e dans la section 1 de ce chapitre.
La chaıˆne zigzag de spin-1
2
de Heisenberg
Conside´rons d’abord la chaıˆne zigzag de Heisenberg qui est e´quivalente a` la chaıˆne J1-J2, comme
discute´ dans la section 2.1 du chapitre I. Cette ge´ome´trie se retrouve dans les compose´s XCuCl3,
ou` X=(K, Tl, NH4) et nous rappelons que la courbe d’aimantation du compose´ NH4CuCl3 pre´sente





Le hamiltonien de la chaıˆne zigzag de Heisenberg est de´crit avec des ope´rateurs Si de spin-12 sur les
site i. Si on suppose que l’interaction au premier voisin est e´gale a` 1 et l’interaction au deuxie`me
voisin est e´gale a` J , le hamiltonien de la chaıˆne zigzag de spin-1
2




Si · Si+i + J
∑
i
Si · Si+2. (III.42)
Afin de calculer l’e´nergie de l’e´tat fondamental avec CORE, on choisit un bloc e´le´mentaire qui
consiste en seulement deux spins et on ne garde qu’un e´tat, a` savoir le singulet fondamental, donc
M = 1. Si on effectue une seule ite´ration de CORE, on obtient les contributions connexes en
fonction de la porte´e r [179] :
Hcon1 = Hren1
Hcon2 = Hren2 − 2Hcon1 (III.43)
Hcon3 = Hren3 − 2Hcon2 − 3Hcon1
Hcon4 = Hren4 − 2Hcon3 − 3Hcon2 − 4Hcon1 .
Ge´ne´ralement, les Hrenr et Hconr sont des matrices de dimension M = M r, mais pour cet exemple
avec M = 1, ce sont des nombres scalaires ce qui rend ce calcul tre`s facile. Enfin, l’e´nergie par
spin de l’e´tat fondamental est calcule´e avec le hamiltonien effectif a` porte´e r qui est la somme des
premiers r termes de Hconr .
Les re´sultats sont illustre´s dans la figure III.8 et montrent une convergence rapide de CORE pour
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FIG. III.8: ´Energie par spin de l’e´tat fondamental E/N en fonction de la porte´e r de l’approche de
CORE et de l’interaction au deuxie`me voisin J pour la chaıˆne zigzag de Heisenberg.
D’apre`s Cichy et al. [179].
0 ≤ J . 1. Les e´nergies calcule´es a` porte´e 1 ne de´pendent pas de l’interaction J avec le deuxie`me
voisin puisqu’on ne conside`re qu’un seul bloc. `A porte´e 2, on observe de´ja` une bonne convergence
puisque les porte´es plus e´leve´es n’ame´liorent le calcul que de fac¸on ne´gligeable. Par exemple,
pour le point Majumdar-Gosh [31, 32] ou` J = 0.5, les calculs a` porte´e 1 nous donnent de´ja` le
bon re´sultat parce qu’il s’agit d’un e´tat fondamental exactement e´gal au produit des singulets. Cela
explique pourquoi les contributions des porte´es plus e´leve´es sont nulles et le re´sultat ne change pas
avec la porte´e.
Si on conside`re un autre cas spe´cial, notamment la limite de la chaıˆne de Heisenberg ou` J = 0, on
note que les re´sultats de CORE a` porte´e 6 (cf. [179]), Er=60 /N = −0.442028 sont seulement 0.25%
trop e´leve´s et donc en bon accord avec le re´sultat exact de Bethe [129] et Hulthe´n [180]Eexact0 /N =
1
4
− ln 2 = −0.443147. La me´thode de renormalisation a` l’aide d’interactions effectives de Malrieu
et Guihe´ry [172] (cf. la section 2.2 de ce chapitre) donne des re´sultats qui sont aussi en tre`s bon
accord avec les re´sultats exacts, a` savoir, leur de´duction pour le syste`me infini avec une erreur
relative de seulement 0.01%. En outre, leurs calculs base´s sur des tre`s petits syste`mes permettent
de´ja` une bonne estimation du re´sultat exact. Enfin, aussi en appliquant la me´thode CORE a` porte´e
6, Weinstein [156] de´rive un re´sultat avec une erreur relative de seulement 10−5 en utilisant les
approximants de Pade´. La pre´cision de ce calcul est remarquable puisque d’autres approches de
renormalisation ou d’ondes de spin n’arrivent pas a` ce degre´ de pre´cision.
Ne´anmoins on doit constater que les e´nergies des diffe´rentes porte´es de CORE divergent pour
J & 1 et que cette approche de CORE est donc limite´e a` des valeurs J . 1. Cela s’explique avec
le choix du bloc e´le´mentaire : la physique du syste`me change parce que l’e´tat fondamental n’est
plus un e´tat de dime`res forme´s par des spins qui sont premiers voisins. Par conse´quent, le bloc
e´le´mentaire ainsi que le choix d’e´tats garde´s dans le proce´de´ de CORE doivent eˆtre adapte´s.
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FIG. III.9: ´Energie par spin de l’e´tat fondamental E/N en fonction de l’interaction U/t pour la
chaıˆne de Hubbard. Comparaison du re´sultat exact de Lieb et Wu [12] avec le re´sultat
de CORE pour des diffe´rentes porte´es r. D’apre`s Cichy et al. [179].
La chaıˆne de spin-1
2
de Hubbard a` demi-remplissage
Conside´rons maintenant la chaıˆne de Hubbard a` demi-remplissage comme deuxie`me exemple
simple de l’application de la me´thode CORE. Le hamiltonien, qui contient un terme de saut t











Ici, c†i,σ (cj,σ) indique l’ope´rateur de cre´ation (d’annihilation) d’un e´lectron de spin σ =↑, ↓ sur
le site i. L’ope´rateur de densite´ e´lectronique dans l’e´tat σ est donne´ par ni,σ = c†i,σ ci,σ et la
notation〈i, j〉 indique des premiers voisins.
On choisit un bloc e´le´mentaire de l’approche de CORE de seulement deux sites et on ne
garde qu’un seul e´tat comme pour l’exemple pre´ce´dent de la chaıˆne zigzag de Heisenberg. En
conse´quence, les hamiltoniens renormalise´s et connexes sont des nombres scalaires et se calculent
de meˆme fac¸on, donne´e dans l’Eq. (III.43). La Fig. III.9 montre l’e´nergie par spin de l’e´tat fonda-
mental, calcule´e avec la me´thode CORE a` des diffe´rentes porte´es r ainsi que les re´sultats exacts de
Lieb et Wu [12]. On note qu’une approche tre`s simple de porte´e 2 ou 3 nous donne de´ja` de bons
re´sultats. Notamment, CORE a` porte´e 3 est a` 1% du re´sultat exact dans la re´gion −5 ≤ U/t ≤ 5 et
en plus, cette approche est a` 0.5% du re´sultat exact pour une forte attraction de Hubbard (U ≤ −2)
pour laquelle on observe la formation de paires d’e´lectrons. Dans ce cas, un petit bloc e´le´mentaire
et un petit syste`me connexe sont de´ja` suffisants pour bien de´crire la physique tandis que pour le
cas de compe´tition entre localisation et de´localisation des e´lectrons (U ≈ t), on a besoin d’un plus




Dans les chapitres qui suivent nous allons appliquer les me´thodes nume´riques pre´sente´es dans ce
chapitre aux diffe´rents mode`les et re´seaux sous champ magne´tique. En re´duisant la complexite´
d’un mode`le, la me´thode CORE vise a` trouver un hamiltonien effectif capable de reproduire la
physique de basse e´nergie d’un syste`me. La diagonalisation exacte nous permet d’analyser des
mode`les inde´pendamment de la me´thode CORE et nous aide a` controˆler sa convergence et sa fiabi-
lite´. En plus, en e´tudiant les mode`les effectifs CORE avec la diagonalisation exacte, nous sommes
capables de comparer quantitativement et pre´cise´ment les quantite´s que nous calculons a` partir du
mode`le effectif ou du mode`le microscopique. Enfin, nous utilisons la diagonalisation exacte pour
calculer la matrice densite´ re´duite qui est un crite`re alternatif afin de se´lectionner les e´tats formant
la base de l’approche CORE.
L’inte´reˆt de la me´thode CORE est qu’avec la re´duction de la taille de l’espace de Hilbert, des plus
grands syste`mes peuvent eˆtre aborde´s. Ceci constitue une ame´lioration importante par rapport a` la
diagonalisation exacte qui a sa limitation la plus se´ve`re dans la taille restreinte de syste`mes acces-
sibles. En plus, l’interpre´tation des mode`les effectifs de´rive´s nous donne la possibilite´ d’e´tudier un
proble`me a` partir d’un nouveau point de vue.
Nous remarquons, par contre, que le hamiltonien effectif est obtenu sous une forme purement
nume´rique, ce qui interdit l’utilisation de certaines me´thodes analytiques de re´solution, comme le
champ moyen pour des spins, par exemple.
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Comme mentionne´ dans la section 2.1 du chapitre I, l’e´chelle de spin-1
2
de Heisenberg mode´lise un
certain nombre de compose´s (cf. les figures I.4, I.5 et I.6). En plus, dans la section 1 du chapitre II,
nous discutons le mode`le microscopique qui est pre´sente´ dans l’e´quation (II.1) et illustre´ dans la
figure II.1. Rappelons que les couplages antiferromagne´tiques sont de´finis comme suit : l’interac-
tion J⊥ = 1 agit sur les barreaux de l’e´chelle et ces barreaux constituent des dime`res couple´s. Le
long des deux chaıˆnes qui forment l’e´chelle, les spins sont couple´s par Jx et enfin l’interaction Jd
est un couplage frustrant reliant des spins qui sont deuxie`mes voisins. Les deux derniers couplages
peuvent eˆtre e´change´s en raison d’une syme´trie.
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude de l’e´chelle de spin avec la me´thode de CORE a` diffe´rentes
porte´es, e´galement en utilisant diffe´rents blocs e´le´mentaires. Cette e´tude est structure´e comme
suit : dans la section 1, nous conside´rons en de´tail l’approche la plus simple de CORE a` l’e´chelle
de spin qui consiste dans l’identification d’un barreau comme bloc e´le´mentaire et dans le choix
du singulet |s〉 et du triplet polarise´ |t+1〉 comme base de CORE. Nous e´tudions le mode`le effectif
de CORE a` porte´e 2 analytiquement ainsi que nume´riquement et discutons les limitations de cette
approche simple. Duˆ a` ces limitations, nous modifions notre approche CORE a` l’e´chelle de spin
dans la section 2 en choisissant diffe´rents e´tats comme base de CORE et en changeant de bloc
e´le´mentaire dans notre approche. Enfin, nous discutons les avantages de ces modifications et nous
pre´sentons nos conclusions dans la section 3.
La discussion de l’approche de CORE a` l’e´chelle de spin dans ce chapitre est base´e sur notre
article : Abendschein et Capponi [124].
Avant de commencer l’e´tude de l’e´chelle de spin avec la me´thode CORE, notons qu’afin de ju-
ger la qualite´ de notre approche, nous comparons avec des re´sultats exacts que nous calculons
avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du chapitre III) du mode`le microscopique pour des
tailles finies. Dans la figure IV.1, nous pre´sentons une courbe d’aimantation pour Jx = 0.7 et
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FIG. IV.1: (a) Courbe d’aimantation d’une e´chelle de 2 × 16 sites pour Jx = 0.7 et Jd = 0.5,
calcule´e avec la diagonalisation exacte du mode`le microscopique. (b) Extrapolation de
la taille du plateau m = 1
2
vers la limite thermodynamique pour deux exemples, calcule´s
avec la diagonalisation exacte du mode`le microscopique. La figure IV.2 (b) montre une
re´capitulation et un diagramme de phase re´sultant.
Jd = 0.5 d’une e´chelle avec 16 barreaux1 qui montre un gap de spin ainsi qu’un plateau m = 12 .
Pour l’exemple d’une e´chelle frustre´e avec J⊥ = 1, Jx = 0.55 et Jd = 0.7, on peut e´galement
observer un saut d’aimantation en dessous de la saturation [181] qui est duˆ a` la modification de
l’e´tat fondamental : d’abord, les dime`res sont occupe´s par des singulets |s〉 et des triplets polarise´s
|t+1〉, ensuite, on observe un me´lange de triplets |t0〉 et |t+1〉. En outre, la figure IV.1 montre l’ex-
trapolation de la taille du plateau m = 1
2
vers la limite thermodynamique que nous effectuons en
calculant sa taille pour des diffe´rentes tailles finies d’e´chelles. Les re´sultats correspondants pour
une multitude de couplages Jx et Jd sont montre´s plus loin, dans la figure IV.2 (b).
1 L’approche CORE la plus simple
Dans ce qui suit, nous concre´tisons le proce´de´ de CORE en de´rivant un hamiltonien effectif a`
porte´e 2 pour l’exemple de l’e´chelle Heisenberg de spin-1
2
. Nous supposons que le couplage sur les
barreaux de l’e´chelle J⊥ = 1 soit le plus important avec J⊥ ≥ Jd, Jx et en conse´quence, nous choi-
sissons un dime`re sur un barreau comme bloc e´le´mentaire. Comme montre´ dans l’e´quation (II.2)
et la figure II.2, le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 sont les deux e´tats qui caracte´risent la phy-
sique de basse e´nergie sous champ magne´tique h. Remarquons dans ce contexte la parite´ diffe´rente
1Remarquons que la diagonalisation exacte d’un syste`me de taille finie de N dime`res nous ne donne pas de courbe




, · · · , 1 par rapport
a` la valeur sature´e. La pente continue dans la courbe de la figure IV.1 se forme en connectant les milieux de chaque




1. L’approche CORE la plus simple
des deux e´tats : le singulet |s〉 a une parite´ impaire tandis que le triplet polarise´ |t+1〉 a une parite´
paire. Comme la the´orie des perturbations [101] que nous pre´sentons dans la section II.1, nous fon-
dons donc notre approche sur ces deux e´tats ce qui constitue l’approche de CORE la plus simple a`
l’e´chelle de spin. Nous remarquons que nous nous attondons a` des difficulte´s de`s que d’autres e´tats,
comme le triplet non polarise´ |t0〉, deviennent pertinents afin de de´crire la physique du syste`me.
Le proce´de´ de CORE, de´crit dans la se´ction III.2.3, se pre´sente donc pour cet exemple de fac¸on
suivante :
1. Comme premier pas du proce´de´, on choisit le barreau de l’e´chelle comme bloc e´le´mentaire
avec les e´tats propres donne´s dans l’e´quation (II.2).
2. On garde deux e´tats de basse e´nergie, donc M = 2, a` savoir le singulet |s〉 ainsi que le triplet
polarise´ |t+1〉 et on ne´glige les deux e´tats du triplet |t0〉 et |t−1〉 qui ont une e´nergie plus
e´leve´e sous champ magne´tique. Par conse´quent, l’espace de Hilbert est re´duit par un facteur
2.
3. Pour de´river le hamiltonien renormalise´ a` porte´e N = 2, on diagonalise ensuite deux bar-
reaux avec les conditions aux bords ouvertes et on trouve les 16 e´tats propres avec les
e´nergies correspondantes. Ensuite, en de´butant avec l’e´tat fondamental et ensuite les e´tats
aux e´nergies plus e´leve´es, on calcule la projection des e´tats propres de deux barreaux sur
le produit tensoriel de la base re´duite du bloc e´le´mentaire qui consiste du singulet |s〉 et du
triplet polarise´ |t+1〉. On garde un e´tat si sa projection sur la base tensorielle est suffisante,
soit en pratique supe´rieure a` 10−6. Apre`s, en commenc¸ant par les e´tats de plus basse e´nergie,
les e´tats garde´s sont orthonormalise´s par le proce´de´ de Gram-Schmidt et enfin accepte´s si la
projection reste toujours suffisante afin de construire le hamiltonien renormalise´ de dimen-
sion MN = 4. Cela veut dire que l’on cherche quatre e´tats sur 16 qui aient une projection
suffisante sur la base tensorielle apre`s avoir e´te´ orthonormalise´s. Avec les quatre e´tats or-
thonormalise´s |ψ˜n〉 et les e´nergies propres correspondantes ǫn, on calcule le hamiltonien
renormalise´ Hren =∑4n=1 ǫn|ψ˜n〉〈ψ˜n| selon l’e´quation (III.37).
4. Le hamiltonien connexe et les interactions connexes sont calcule´s en utilisant
l’e´quation (III.38). Notons que le hamiltonien connexe a` un bloc ne consiste que de deux
e´le´ments pour le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 ainsi que les e´nergies correspon-
dantes. Pour notre exemple d’une e´chelle de spin avec un barreau comme bloc e´le´mentaire,
l’interaction connexe de deux blocs e´le´mentaires se calcule avec le hamiltonien renormalise´
Hren que l’on connaıˆt, corrige´ en soustrayant les deux contributions d’un bloc e´le´mentaire.
5. Les interactions connexes sont de´termine´es avec l’exemple trivial du hamiltonien connexe
a` un bloc qui ne consiste que de deux e´le´ments pour le singulet |s〉 et le triplet polarise´
|t+1〉 ainsi que les e´nergies correspondantes. Selon l’e´quation (III.39), l’interaction connexe
de deux blocs e´le´mentaires est e´gale au hamiltonien renormalise´ Hren calcule´ dans le pas
pre´ce´dent, mais corrige´ par la soustraction des deux contributions a` un bloc e´le´mentaire.
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6. Enfin, on calcule le hamiltonien effectif selon l’e´quation (III.41) en sommant toutes les
contributions connexes jusqu’a` la porte´e souhaite´e. En fin de compte, avec des conditions







Hconi,j = Hren1 ⊗ 1+Hren1,2 −Hren1 ⊗ 1− 1⊗Hren2 =
= Hren1,2 −Hren1 ⊗ 1. (IV.1)
Le calcul du hamiltonien effectif et du hamiltonien connexe de´pendent fortement de la ge´ome´trie,
par exemple du choix du bloc e´le´mentaire ou, bien suˆr, de la dimension du syste`me. Nous montrons
diffe´rents exemples qui diffe`rent non seulement dans la ge´ome´trie, mais aussi dans le choix de la
base de CORE.
Avec le choix d’un barreau d’une e´chelle comme bloc e´le´mentaire, le re´seau effectif est une chaıˆne
et nous nous limitons a` effectuer une seule ite´ration de la me´thode CORE afin de de´river un
mode`le effectif. Ce mode`le effectif utilise la meˆme base que la the´orie des perturbations [101]
et par conse´quent, le hamiltonien effectif a` porte´e 2 peut eˆtre exprime´ avec un mode`le t − V (cf.
l’e´quation (II.7)). En utilisant la correspondance entre le mode`le microscopique avec la notation
|ss〉 pour indiquer deux singulets sur les deux dime`res d’une part et le langage de bosons de cœur
dur avec la notation (•) pour un site occupe´ et (◦) pour un site vide (cf. le tableau II.1) d’autre part,
nous trouvons a` porte´e 2 :


|ss〉 |st+1〉 |t+1s〉 |t+1t+1〉
|ss〉 E|ss〉 0 0 0
|st+1〉 0 −J⊥2 − h Jx−Jd2 0
|t+1s〉 0 Jx−Jd2 −J⊥2 − h 0







(◦◦) (◦•) (•◦) (••)
(◦◦) C 0 0 0
(◦•) 0 C + µ t 0
(•◦) 0 t C + µ 0





















1. L’approche CORE la plus simple
ou` E|ss〉 est l’e´nergie exacte de l’e´tat fondamental d’une plaquette qui consiste de deux dime`res :
E|ss〉 = −J⊥
2








d − JxJd − J⊥(Jx + Jd). (IV.4)
Pour eˆtre complet, notons que les champs critiques h1c et h2c , entre lesquels l’aimantation du syste`me
prend des valeurs finies 0 < m < 1, se calculent avec l’approche CORE a` porte´e 2 comme
suit [182] :
h1c = −E|ss〉 −
J⊥
2




Comme pour les re´sultats perturbatifs de l’e´quation (II.10), on conside`re un boson dans un syste`me
vide pour h1c afin d’obtenir 2|t| = µ et un trou dans un syste`me comple`tement rempli pour h2c afin
d’obtenir 2|t| = µh.
Nous notons e´galement que le crite`re V/|t| > 2 de l’e´quation (II.12) pour l’existence d’un plateau
d’aimantation m = 1
2









Dans la figure IV.2 (a) nous illustrons ce crite`re en montrant les bords de la re´gion ou` l’on s’attend
a` un plateau m = 1
2
en fonction des couplages Jx et Jd. En plus, nous montrons le re´sultat per-
turbatif 3Jx > Jd > Jx/3 de l’e´quation (II.11). Nous comparons ces re´sultats the´oriques avec des
donne´es nume´riques que nous avons calcule´es avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du
chapitre III) du mode`le microscopique, pre´sente´es dans la figure IV.2 (b). Il s’agit de l’extrapola-
tion du plateau m = 1
2
vers la limite thermodynamique dont la figure IV.1 montre deux exemples.
Nous voyons que l’approche perturbative et l’approche CORE a` porte´e 2 sont en bon accord avec
les re´sultats exacts pour des couplages Jx, Jd ≤ 0.3. En revanche, pour des couplages Jx et Jd plus
forts, on constate que CORE de´crit mieux le bord de la re´gion d’un plateau m = 1
2
. La the´orie des
perturbations manque de pre´cision pour des couplages qui sont trop importants pour eˆtre traite´s
comme une perturbation du syste`me domine´ par le couplage sur les barreaux J⊥ = 1. Remarquons
aussi que notre approche CORE a` porte´e 2 est tre`s simple et peut eˆtre effectue´ analytiquement en
re´solvant une plaquette de 2× 2 sites. Pourtant cette approche augmente la pre´cision par rapport a`
la the´orie des perturbations.
Le proce´de´ de CORE, de´crit dans la section 2.3 du chapitre III, de´finit le hamiltonien a` une certaine
porte´e r comme la somme des contributions des interactions connexes (cf. l’e´quation (III.41)). A
priori, cette somme est infinie avec des contributions a` une porte´e qui est de plus en plus e´leve´e.
Ne´anmoins, on constate que le mode`le effectif a` une certaine porte´e r est de´ja` capable de bien
reproduire la physique de basse e´nergie du syste`me et le de´veloppement de l’e´quation (III.41) peut
eˆtre tronque´ a` partir d’une certaine porte´e r. Ceci nous indique e´galement que les contributions
a` plus longue porte´e sont ne´gligeables. Pour notre exemple de l’e´chelle de spin, nous de´rivons le
hamiltonien effectif jusqu’a` porte´e 8 et nous illustrons donc, dans la figure IV.3 (a), la norme2 du
2Nous de´finissons la norme d’un hamiltonien comme la valeur absolue du plus grand e´le´ment de matrice.
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FIG. IV.2: (a) Diagramme de phase, calcule´ avec la the´orie des perturbations (cf. l’e´quation (II.11))
et CORE a` porte´e 2 (cf. l’e´quation (IV.6)). La ligne bleue indique un crite`re de poids de
matrice densite´ re´duite (voir la section 2 de ce chapitre). (b) Taille du plateau m = 1
2
,
calcule´e avec une extrapolation vers la limite thermodynamique. Des e´chelles de spin
avec 2 × L sites ont e´te´ analyse´es avec la diagonalisation exacte du mode`le microsco-
pique, ou` L ≤ 20. Voir aussi la figure II.3.
hamiltonien connexe Hcon en fonction de la porte´e r pour deux exemples de couplages. On re-
marque que la norme de Hcon de´croıˆt tre`s vite avec la porte´e r pour Jx = 0.4 et Jd = 0.2 ce qui
nous permet de tronquer et de limiter le de´veloppement a` une relativement courte porte´e. Ceci est
illustre´ par la comparaison entre la courbe d’aimantation exacte du mode`le microscopique et les
courbes obtenues par la diagonalisation exacte de notre mode`le effectif a` porte´e r = 2 et r = 5
dans la figure IV.3 (b) : pour r = 2 on observe un tre`s bon accord a` l’exception du gap de spin et
pour r = 5, la courbe de notre mode`le effectif et la courbe exacte coı¨ncident.
En revanche, la figure IV.3 (a) de´montre e´galement l’e´chec de notre approche CORE pour les cou-
plages Jx = 0.8 et Jd = 0.7 puisque la norme du hamiltonien connexe correspondant reste tre`s
grande, meˆme si la porte´e est augmente´e jusqu’a` porte´e 8. Pour des couplages Jx ∼ Jd ≥ 0.7, on
observe non seulement que les normes du hamiltonien connexe ne de´croissent pas en augmentant la
porte´e de notre approche, mais aussi que notre approche CORE, qui est l’approche la plus simple,
n’arrive pas a` reproduire l’absence du plateau m = 1
2
. Ceci s’explique avec des conside´rations de
syme´trie : pour le cas spe´cial ou` Jx = Jd, le hamiltonien posse`de des syme´tries supple´mentaires,
parmi lesquelles on compte l’e´change de deux spins sur un barreau quelconque de l’e´chelle. En
conse´quence, tous les termes de sauts effectifs t sont strictement nuls a` toutes les porte´es de notre
approche CORE ce qui implique une phase isolante et gappe´e au demi-remplissage, c’est-a`-dire
un plateau pour m = 1
2
.
Pour que l’algorithme de CORE soit fiable, il est ne´cessaire que l’e´tat fondamental ait une projec-
tion suffisante sur la base tensorielle de CORE et pour Jx = Jd ≥ 0.8, on observe que cette pro-
jection est nulle. Cet argument n’est plus strictement applicable pour des couplages Jx ∼ Jd ≥ 0.7
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(b) N=2x14 (ED), N=14 (CORE), J
x
=0.4, Jd=0.2
FIG. IV.3: (a) Norme du hamiltonien connexe Hcon en fonction de la porte´e r pour les couplages
(Jx = 0.4, Jd = 0.2) et (Jx = 0.8, Jd = 0.7). (b) Pour (Jx = 0.4, Jd = 0.2) : en
augmentant la porte´e de CORE, les courbes d’aimantation correspondantes convergent
vers la courbe exacte. Calcule´e avec une e´chelle de spin de 2× 14 sites pour le mode`le
microscopique et avec une chaıˆne de 14 sites pour le mode`le effectif CORE a` diffe´rentes
porte´es.
ou` Jx 6= Jd, mais nous constatons pourtant que beaucoup de projections sur la base tensorielle de
CORE sont tre`s petites. Ceci implique que les re´sultats de notre approche ne sont pas tre`s pre´cis,
meˆme si on inclut des interactions a` une porte´e de plus en plus longue. Avec le mauvais choix de
la base de CORE, on remarque par conse´quent que le de´veloppement de contributions d’interac-
tions connexes de l’e´quation (III.41) ne donne pas le re´sultat exact meˆme s’il est effectue´ jusqu’a`
l’infini ! Dans ce cas, l’approche CORE perd son utilite´ ce qui souligne l’importance du choix de
la base de CORE.
La section suivante est donc consacre´e a` une discussion approfondie du choix de la base de CORE.
2 Le choix de la base de CORE
Dans la section 2.3 du chapitre III, nous avons pre´sente´ le proce´de´ de la me´thode CORE avec
le crite`re de l’e´nergie afin de se´lectionner les e´tats sur lesquels l’algorithme est fonde´. Par
contre, comme le montre la figure IV.3 (a), une convergence du de´veloppement de CORE (cf.
l’e´quation (III.41)) en augmentant la porte´e n’est pas toujours atteinte et une imple´mentation ef-
ficace de l’algorithme n’est pas possible. Dans ce cas, le choix initial de la base de CORE est
proble´matique et doit eˆtre adapte´. Il y a trois approches principales afin de changer la base :
– On peut construire la base de CORE en gardant d’autres e´tats pour le meˆme bloc e´le´mentaire.
– Pour le meˆme bloc e´le´mentaire, on peut augmenter le nombre d’e´tats garde´s afin de construire
la base de CORE.
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FIG. IV.4: Poids de la matrice densite´ re´duite des quatre e´tats d’un barreau d’une e´chelle de spin-1
2
de Heisenberg. Pour aimantation demi-sature´e, les calculs sont effectue´s avec la diago-
nalisation exacte d’une e´chelle de 2 × 12 sites en fonction des couplages (Jx, Jd) qui
forment un chemin dans le diagramme de phase.
– On peut changer le bloc e´le´mentaire.
Afin de se´lectionner les e´tats de la base de CORE, nous proposons de remplacer le crite`re de
l’e´nergie par le crite`re du poids de la matrice densite´ re´duite [124, 151, 183]. Puisque des rela-
tivement petits syste`mes suffisent afin d’obtenir des re´sultats fiables, ce calcul est facile a` effec-
tuer et en plus, il est inde´pendant de la me´thode CORE. Notons en outre la similarite´ de cette
approche avec le groupe de renormalisation de la matrice densite´ (DMRG) [148–150] qui nous
permet de choisir le bon nombre d’e´tats et qui nous indique si le choix d’un bloc e´le´mentaire
est proble´matique. Le poids de la matrice densite´ re´duite peut eˆtre calcule´ avec la diagonalisation
exacte selon l’e´quation (III.20) et nous effectuons ce calcul pour une e´chelle de spin-1
2
de Heisen-
berg a` demi aimantation (m = 1
2
). Pour une e´chelle de 2× 12 sites, la figure IV.4 illustre les poids
correspondants des quatre e´tats d’un barreau, de´finis dans l’e´quation (II.2).
Les poids sont pre´sente´s le long du chemin suivant dans le diagramme de phase de figure IV.2 : on
commence avec Jx = Jd = 0 et suit la diagonale jusqu’aux couplages Jx = Jd = 1 (premier tiers).
Ensuite Jd est diminue´ de Jd = 1 a` Jd = 0 pendant que Jx reste fixe´ a` Jx = 1 (deuxie`me tiers)
et enfin Jx est diminue´ de Jx = 1 a` Jx = 0 pendant que Jd reste fixe´ a` Jd = 0 (troisie`me tiers).
Nous remarquons que le poids du singulet |s〉 est tre`s petit pour des couplages Jx ∼ Jd ≥ 0.7,
c’est-a`-dire la re´gion ou` CORE n’arrive pas a` reproduire l’absence du plateau m = 1
2
de la phase
de Haldane. On observe pour des tels couplages que l’e´tat fondamental a une tre`s petite projection
sur la base tensorielle de CORE si cette base est constitue´e du singulet |s〉 et du triplet polarise´
|t+1〉. Nous avons note´ la re´gion ou` le poids du singulet |s〉 devient plus petit que celui du triplet
non polarise´ |t0〉 comme ligne bleue dans la figure IV.2. Dans cette re´gion, notre approche e´choue
a` cause d’un mauvais choix de la base de CORE qui ne repre´sente que 55% du poids total.
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CORE base´e sur les deux triplets |t0〉 et |t+1〉 d’un barreau de l’e´chelle
Comme le montre la figure IV.4, pour des couplages Jx ∼ Jd ≥ 0.7, les deux triplets |t0〉 et |t+1〉
re´unissent une large fraction du poids de la matrice densite´ re´duite pour un barreau comme bloc
e´le´mentaire de CORE, a` savoir 95% du poids total pour 0.8 ≤ (Jx = Jd) ≤ 1. De ce point de vue, il
semble raisonnable de fonder notre approche sur ces deux e´tats qui n’ont pas la plus basse e´nergie.
Ce choix est donc en contradiction avec le crite`re du proce´de´ de CORE comme Morningstar et
Weinstein [153, 154] l’ont propose´. Rappelons que la de´ge´ne´rescence des deux e´tats est leve´e
sous champ magne´tique, comme illustre´ dans la figure II.2 et en ne´gligeant le singulet |s〉, nous
choisissons donc les deux e´tats avec le plus grand poids a` demi aimantation comme base de notre
approche CORE. Pour cette base et une approche a` porte´e 2, nous pouvons e´galement de´river un











si Jx 6= Jd
−t si Jx = Jd
. (IV.7)
Compare´ avec les parame`tres perturbatifs de l’e´quation (II.9) et ceux de l’approche de CORE avec
la base du singulet |s〉 et du triplet polarise´ |t+1〉 de l’e´quation (IV.3), nous notons une diffe´rence
cruciale : pour la base de deux triplets d’un barreau, le terme de saut effectif t de triplets polarise´s
n’est pas nul pour Jx = Jd, mais a plutoˆt des valeurs finies. Ceci implique directement que V/t < 2
et par conse´quent, pour cette approche, le plateau m = 1
2
est absent, comme indique´ par des
re´sultats de diagonalisation exacte du mode`le microscopique (cf. la figure IV.2). Ainsi, pour des
couplages Jx ∼ Jd ≥ 0.7, cette base constitue une ame´lioration par rapport a` l’approche la plus
simple de CORE, base´e sur le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉.
Nous effectuons cette approche de CORE jusqu’a` la porte´e r = 5 et dans la figure IV.5 (a), nous
illustrons nos re´sultats en comparant des courbes de l’e´nergie en fonction de l’aimantation. Les
re´sultats exacts indiquent l’e´nergie d’une e´chelle de 2 × 14 sites et les courbes CORE ont e´te´
de´rive´es pour une chaıˆne effective de 14 sites. Dans cette figure, nous conside´rons le cas Jx =
Jd = 1(= J⊥) qui est tre`s loin des couplages que l’on peut traiter comme des perturbations.
On remarque une convergences des re´sultats de CORE vers la courbe exacte en augmentant la
porte´e de l’approche. Pourtant, surtout a` faible aimantation, on est oblige´ de prendre en compte
des interactions a` plus longue porte´e. On constate que l’accord entre la courbe de CORE a` porte´e
5 et la courbe exacte n’est pas satisfaisant.
CORE base´e sur le singulet |s〉 et les deux triplets |t0〉 et |t+1〉 d’un barreau de l’e´chelle
L’approche de CORE a` l’e´chelle de spin-1
2
de Heisenberg marche bien pour des faibles couplages
Jx et Jd si CORE est base´e sur le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un barreau comme bloc
e´le´mentaire. En plus, nous avons vu que pour des couplages Jx ∼ Jd ∼ J⊥ non perturbatifs et
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(a) N=2x14 (ED), N=14 (CORE), J
x
=Jd=1

























(b) N=2x14 (ED), N=14 (CORE), J
x
=0.8, Jd=0.7
FIG. IV.5: Comparaison de l’e´nergie en fonction de l’aimantation, calcule´e avec une e´chelle de
spin de 2×14 sites pour le mode`le microscopique et avec une chaıˆne de 14 sites pour le
mode`le effectif de CORE a` diffe´rentes porte´es. (a) Pour Jx = Jd = 1 : CORE est base´e
sur les deux triplets |t0〉 et |t+1〉 d’un barreau. (b) Pour Jx = 0.8 et Jd = 0.7 : CORE
est base´e sur le singulet |s〉 et les deux triplets |t0〉 et |t+1〉 d’un barreau.
du meˆme ordre, les deux triplets |t0〉 et |t+1〉 repre´sentent une tre`s grande fraction du poids total
de la matrice densite´ re´duite. Par contre, les deux approches ont des difficulte´s qui sont dues au
faible poids de matrice densite´ re´duite des e´tats garde´s pour la premie`re approche et au fait de
garder des e´tats qui n’ont pas la plus basse e´nergie pour la deuxie`me approche. Nous essayons
par conse´quent de combiner ces deux bases en fondant une nouvelle approche de CORE avec les
trois e´tats suivants d’un barreau de l’e´chelle : le singulet |s〉 et les deux triplets |t0〉 et |t+1〉. Ceci
implique que nous gardons tous les e´tats d’un barreau sauf le triplet |t−1〉 en espe´rant ame´liorer
l’accord avec les re´sultats exacts. En revanche, l’espace re´duit de notre mode`le effectif est plus
grand ce qui nous limite a` des re´seaux effectifs de moins grandes tailles par rapport a` l’approche
base´e sur deux e´tats d’un barreau. Notons aussi que le mode`le effectif correspondant n’est plus de
type XXZ ou t− V puisque nous gardons trois e´tats par site.
Dans la figure IV.5 (b), nous montrons les re´sultats de cette approche en illustrant l’e´nergie en
fonction de l’aimantation pour une chaıˆne de 14 sites effectifs avec l’approche CORE, compare´e
avec le calcul du mode`le microscopique d’une e´chelle de 2×14 sites. Nous remarquons que CORE
pre´dit l’absence de plateaux pour Jx = 0.8 et Jd = 0.7 ce qui est en accord le re´sultat exact, mais
nous constatons e´galement une lente convergence des courbes de CORE pour des plus grandes
porte´es vers la courbe exacte. Pour des faibles aimantations, cette approche de CORE nous donne
toujours des re´sultats insatisfaisants. Ceci s’explique en partie avec le poids du singulet |s〉 qui est
nul dans la re´gion Jx = Jd ≥ 0.8 ce qui implique que les re´sultats de CORE sont identiques si on
base l’approche sur deux triplets (|t0〉 et |t+1〉) ou le singulet |s〉 et ces deux triplets.
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En conclusion pour l’approche base´e sur un barreau de l’e´chelle, nous proposons qu’une
imple´mentation efficace de CORE doit garder les M e´tats de plus basse e´nergie de ce bloc tel
que le poids de la matrice densite´ re´duite de ces e´tats soit « grand ». Dans ce but, nous avons garde´
une large fraction de l’espace de Hilbert pour quelques exemples, ce qui limite les simulations sur
des re´seaux effectifs et ce qui complique l’e´tude analytique du mode`le effectif. Pour ces raisons,
nous proposons de changer le bloc e´le´mentaire pour l’approche de CORE a` l’e´chelle de spin-1
2
de
Heisenberg sous champ magne´tique.
CORE base´e sur le singulet |s〉 et le triplet |t+1〉 d’un dime`re horizontal de l’e´chelle
Dans le re´gime fortement frustre´, l’approche base´e sur les barreaux de l’e´chelle n’est pas satisfai-
sante et nous choisissons donc un bloc e´le´mentaire diffe´rent, a` savoir les dime`re horizontaux (d’une
e´chelle horizontale) qui sont constitue´s par deux sites, lie´s avec le couplage Jx. Puisque nous gar-
dons le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 de ce nouveau bloc e´le´mentaire, le mode`le effectif
peut e´galement eˆtre interpre´te´ en termes de pseudo-spins σ, ainsi qu’en termes de fermions sans
spin interagissants ou bien en termes de bosons de cœur dur. Notons e´galement que le mode`le ef-
fectif pour ce mode`le a par conse´quent la ge´ome´trie d’une e´chelle de spin qui de´crit des interactions
effectives et nous de´rivons les hamiltoniens connexes et effectifs en ne´gligeant les contributions
d’une silhouette « L ». En principe, on doit sommer toutes les interactions, avec les contribu-
tions de silhouette « L » incluses. Mais puisqu’une de ces contributions n’apparaıˆt que dans un
seul bloc rectangulaire, toutes les contributions d’une silhouette « L » dans le de´veloppement de
l’e´quation (III.41) s’annulent exactement [184].
Nous illustrons le poids de matrice densite´ re´duite des quatre e´tats d’un dime`re horizontal dans
la figure IV.6 (a). Nous notons que la base de CORE (le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉
d’un dime`re horizontal) repre´sente une grande fraction du poids total de la matrice densite´ re´duite,
surtout dans le re´gime fortement frustre´ avec Jx ∼ Jd ∼ 1 ou` l’approche base´e sur les barreaux
a des difficulte´s. Nous calculons les interactions effectives en conside´rant jusqu’a` 6 dime`res hori-
zontaux et nous comparons les re´sultats de notre approche a` porte´e 4 et 6 pour Jx = Jd = 1(= J⊥)
avec des donne´es exactes dans la figure IV.6 (b). Les courbes de l’e´nergie en fonction de l’ai-
mantation de l’approche de CORE base´e sur les dime`res horizontaux sont en bon accord avec les
courbes exactes, en particulier, on observe une bonne convergence vers les donne´es exactes si des
interactions a` plus longue porte´es sont incluses. Pour cette approche, nous obtenons des courbes
d’aimantation avec une pente continue qui nous indique l’absence d’un plateau m = 1
2
comme
observe´ dans les courbes exactes. Dans la figure IV.6 (b), nous montrons e´galement la courbe de
l’approche base´ sur le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un barreau de l’e´chelle qui indique
une courbe d’aimantation qui consiste de trois plateaux pour m = 0, 1
2
et 1. Comme discute´ au-
dessus, cette approche e´choue a` toutes les porte´es, meˆme si on incluait des interactions a` porte´e
infinie.
En conclusion pour les approches CORE qui sont base´es sur des dime`res de deux sites (soit les
barreaux d’une e´chelle, soit des dime`res horizontaux comme discute´), nous sommes capables de
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(b) N=2x12 (ED), N=2x6 (hor. CORE), J
x
=Jd=1
FIG. IV.6: (a) Poids de la matrice densite´ re´duite des quatre e´tats d’un dime`re horizontal d’une
e´chelle. Pour aimantation demi-sature´e, les calculs sont effectue´s avec la diagonalisation
exacte d’une e´chelle de 2 × 12 sites en fonction des couplages (Jx, Jd) qui forment
un chemin dans le diagramme de phase. (b) Comparaison de l’e´nergie en fonction de
l’aimantation pour Jx = Jd = 1, calcule´e avec une e´chelle de spin de 2× 12 sites pour
le mode`le microscopique et avec une e´chelle de 2 × 6 sites pour le mode`le effectif de
CORE base´e sur un dime`re horizontal. Pour comparaison : la courbe correspondante de
l’approche de CORE base´e sur un barreau (« vertical CORE ») a` porte´e r quelconque,
c’est-a`-dire r = 2, 3, · · · ,∞.
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reproduire de manie`re qualitative le diagramme de phase complet pour des couplages Jx et Jd entre
0 et J⊥ = 1. Ceci confirme notre conception de l’approche de CORE, a` savoir que CORE peut eˆtre
utilise´e afin de re´duire la complexite´ d’un mode`le microscopique quelconque et nous donner une
description correcte des proprie´te´s physiques en pre´sence d’un champ magne´tique. Rappelons que
nos mode`les effectifs peuvent eˆtre calcule´s avec la diagonalisation exacte pour des re´seaux avec
une taille double´e par rapport a` la diagonalisation exacte du mode`le microscopique. Profitons dans
ce qui suit, de la liberte´ du choix du bloc e´le´mentaire de CORE et conside´rons une approche base´e
sur une plaquette qui consiste de deux barreaux, soit quatre sites d’une e´chelle.
CORE base´e sur une plaquette comme bloc e´le´mentaire
Une autre possibilite´ de diviser l’e´chelle dans des petits blocs afin de de´finir le bloc e´le´mentaire de
l’approche de CORE consiste dans des plaquettes de deux barreaux. Les quatre spins peuvent donc
se trouver dans 16 e´tats : deux singulets, trois triplets et un quintuplet. Sous champ magne´tique
suffisamment fort, seuls les e´tats polarise´s sont pertinents et nous fondons donc notre approche
sur les quatre e´tats suivants : le quintuplet comple`tement polarise´ |Q〉 et les trois triplets polarise´s
|TA〉, |TB〉 et |TC〉. Outre ces quatre e´tats polarise´s, nous prenons en compte les deux singulets |SA〉
et |SB〉 qui peuvent tous les deux jouer un roˆle important dans la description de la physique de
basse e´nergie. Nous de´finissons ces six e´tats en termes d’e´tats d’un barreau (cf. l’e´quation (II.2)),
ou` la notation |st+1〉 indique un singulet |s〉 sur le premier barreau et un triplet polarise´ |t+1〉 sur le
deuxie`me. Pour notre nouvelle approche de CORE, nous conside´rons donc les six e´tats suivants.
Le quintuplet polarise´ |S = 2, Sz = 2〉 :
|Q〉 = |t+1t+1〉 E|Q〉 = 1
2
(
J⊥ + Jx + Jd
)
,
les triplets polarise´s |S = 1, Sz = 1〉 :
|TA〉 = 1√
2
(|t0t+1〉 − |t+1t0〉) E|TA〉 = 12(J⊥ − Jx − Jd),
|TB〉 = 1√
2
(|st+1〉 − |t+1s〉) E|TB〉 = 12(J⊥ − Jx + Jd),
|TC〉 = 1√
2
(|st+1〉+ |t+1s〉) E|TC〉 = 12(J⊥ + Jx − Jd), (IV.8)
et les singulets |S = 0, Sz = 0〉 :















d − J⊥Jx − J⊥Jd − JxJd.
Remarquons que le champ magne´tique est ne´glige´ dans le calcul des e´nergies des six e´tats qui sont
aussi illustre´es dans la figure IV.7 (a) pour un chemin dans le diagramme de phase.
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FIG. IV.7: (a) ´Energie des six e´tats d’une plaquette sur une e´chelle de spin, de´finis dans
l’e´quation (IV.8), en fonction des couplages (Jx, Jd) pour h = 0. (b) Poids de la matrice
densite´ re´duite des meˆmes six e´tats d’une plaquette. Les calculs sont effectue´s avec la
diagonalisation exacte d’une e´chelle de 2× 12 sites en fonction des couplages (Jx, Jd)
qui forment un chemin dans le diagramme de phase. Voir texte pour plus de de´tails sur
(b) et (c).
Comme nous avons discute´ au-dessus, le poids de la matrice densite´ re´duite est de grande impor-
tance afin de juger la pertinence d’un e´tat pour l’e´tat fondamental et afin de de´cider combien d’e´tats
nous devons conside´rer pour la construction d’une base de CORE. En appliquant la diagonalisa-
tion exacte a` une e´chelle de 2 × 12 sites nous avons donc calcule´ le poids de la matrice densite´
re´duite pour les six e´tats de l’e´quation (IV.8) a` partir du mode`le microscopique. La figure IV.7
(b) montre les re´sultats de manie`re suivante : pour chaque e´tat et pour toutes les aimantations m,
nous calculons le poids et nous montrons seule la plus grande valeur du poids pour toutes les
aimantations. Une petite valeur pour un e´tat nous indique par conse´quent, que cet e´tat n’est pas
pertinent afin de de´crire l’e´tat fondamental pendant tout le processus d’aimantation, c’est-a`-dire
pour tous les champs magne´tiques. Ces donne´s nous indiquent que pour quelques valeurs des cou-
plages Jx et Jd, il y a des e´tats avec un poids maximal de moins de 5% du poids total et nous
pouvons donc ne´gliger ces e´tats. Ainsi, pour des valeurs des couplages Jx et Jd pre´cises, nous
sommes capables de tronquer la base de CORE de six e´tats a` trois (un e´tat dans chaque secteur de
Sz) tout en conservant une large fraction du poids total. Notons que la troncation de la base et par
conse´quent la re´duction de l’espace de Hilbert de fac¸on importante, nous permettent d’acce´der a`
des plus grands syste`mes lors de la diagonalisation exacte de notre mode`le effectif comme nous
discutons en-dessous.
La figure IV.7 (c) nous permet de ve´rifier si notre approche repre´sente assez de poids de la matrice
densite´ re´duite puisqu’elle montre les poids des six e´tats de l’e´quation (IV.8) unis comme suit :
pour toutes les valeurs d’aimantation, nous avons calcule´ et somme´ les poids des six e´tats et nous
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montrons le minimum de cette somme par rapport a` l’aimantation. Comme le poids repre´sente´ par
les six e´tats est supe´rieur a` 60% du poids total dans le diagramme de phase complet, nous nous at-
tendons a` un succe`s d’une approche base´ sur ces e´tats. En conse´quence, les contributions connexes
devraient diminuer vite si la porte´e de l’approche est augmente´e.
Nous pouvons ensuite re´soudre les mode`les effectifs sur des re´seaux effectifs et nous montrons
dans les figures IV.8 (a) - (d) les re´sultats de la diagonalisation exacte d’une e´chelle de 2 × 14
pour le mode`le microscopique et d’une chaıˆne de 7 sites pour le mode`le effectif de CORE. On
observe un bon accord entre les courbes exactes et les courbes obtenues avec le mode`le effectif de
CORE. On constate e´galement que les courbes de CORE convergent vers les courbes exactes si la
porte´e est augmente´e de sorte que l’approche a` porte´e 4 donne des re´sultats tre`s pre´cis. Pour les
exemples (a), (b) et (c) de la figure IV.8, nous ne gardons que trois e´tats sur 16, notamment ceux
avec le plus grand poids de la matrice densite´ re´duite. Nous remarquons que ces trois e´tats ne sont
pas force´ment les e´tats de plus basse e´nergie, comme dans l’exemple (b) Jx = 0.8 et Jd = 0.7 :
l’approche qui est base´e sur les e´tats du plus grand poids (a` savoir |SB〉, |TA〉 et |Q〉) re´sulte dans
une plus grande pre´cision que l’approche qui est base´e sur les e´tats de plus basse e´nergie dans
chaque secteur de Sz, a` savoir |SA〉, |TB〉 ou/et |TC〉 (qui sont de´ge´ne´re´s) et |Q〉. C’est-a`-dire, si
les deux crite`res afin de se´lectionner les e´tats de la base de CORE, a` savoir le crite`re de l’e´nergie
(comme propose´ par Morningstar et Weinstein [153, 154]) et le crite`re du poids de la matrice
densite´ re´duite, sont en de´saccord, le crite`re du poids des e´tats donne le meilleur re´sultat. Cette
observation est importante et constitue une ame´lioration conside´rable de l’approche de CORE.
Outre l’importance pour l’algorithme de CORE, nous notons l’aspect pratique du fait de ne garder
que trois e´tats afin de construire la base de CORE d’une plaquette : pour la diagonalisation exacte
d’une e´chelle de 2×14 sites, la dimension du plus grand espace de Hilbert par rapport a` la compo-
sante du spin total Stotalz est 40× 106 pour le mode`le microscopique compare´ avec seulement 393
e´tats dans le sous-espace de CORE qui est base´ sur trois e´tats d’une plaquette. Ceci nous permet
d’e´tudier des re´seaux effectifs jusqu’a` 18 sites effectifs pour une base de trois e´tats d’une plaquette
ce qui correspond a` 72 sites du mode`le microscopique. Pour une base de six e´tats d’une plaquette
on atteint des re´seaux effectifs jusqu’a` 11 sites effectifs, soit 44 sites du mode`le microscopique.
Afin d’illustrer la pre´cision de notre approche CORE ainsi que les plus grandes tailles accessibles,
nous montrons la courbe d’aimantation pour deux exemples. Pour Jx = 1 et Jd = 0 le plateau
m = 1
2
est absent comme le montre la figure IV.9 (a) en illustrant les re´sultats exacts d’une e´chelle
de spin de 2 × 14 sites, compare´s avec l’approche de CORE a` porte´e 4 qui est base´e sur trois
e´tats d’une plaquette et applique´e a` une chaıˆne de 18 sites effectifs. La figure IV.9 (b) montre des
courbes avec un plateau m = 1
2
pour Jx = 0.7 et Jd = 0.5 : le mode`le microscopique est re´solu
sur une e´chelle de spin de 2 × 14 sites, le mode`le effectif de CORE a` porte´e 4, base´e sur six e´tats
d’une plaquette sur une chaıˆne de 11 sites effectifs.
Notons le tre`s bon accord entre la courbe exacte et les courbes de l’approche CORE qui nous
donnent une re´solution plus de´taille´ du processus d’aimantation en raison d’une incre´mentation
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=1, Jd=0, CORE: 3/16 states kept
N=2x14 (ED), N=7 (CORE)


























=0.8, Jd=0.7, CORE: 3/16 states kept
N=2x14 (ED), N=7 (CORE)



























=1, Jd=1, CORE: 3/16 states kept
N=2x14 (ED), N=7 (CORE)

























=0.7, Jd=0.5, CORE: 6/16 states kept
N=2x14 (ED), N=7 (CORE)
FIG. IV.8: Comparaison de l’e´nergie en fonction de l’aimantation, calcule´e avec une e´chelle de
spin de 2 × 14 sites pour le mode`le microscopique et avec une chaıˆne de 7 sites pour
le mode`le effectif de CORE a` diffe´rentes porte´es sur une chaıˆne de 14 sites. Pour (a)
avec Jx = 1 et Jd = 0, (b) avec Jx = 0.8 et Jd = 0.7 et (c) avec Jx = Jd = 1, nous
ne gardons que les trois e´tats de plus grands poids de la matrice densite´ re´duite (cf. la


























=1, Jd=0, CORE: 3/16 kept states






















=0.7, Jd=0.5, CORE: 6/16 kept states
FIG. IV.9: Courbes d’aimantation pour (a) Jx = 1 et Jd = 0 et (b) Jx = 0.7 et Jd = 0.5. La courbe
exacte est calcule´e avec une e´chelle de spin de 2 × 14 sites, les courbes de l’approche
de CORE avec une chaıˆne de (a) 18 ou (b) 11 sites effectifs ce qui correspond a` 72 ou
44 sites du mode`le microscopique, respectivement. Le mode`le effectif de (a) est calcule´
a` porte´e 3, de (b) a` porte´e 4.
plus fine.
3 Conclusion partielle
Avec l’exemple de l’e´chelle de spin-1
2
de Heisenberg, nous avons vu que la me´thode CORE peut
eˆtre utilise´e afin de re´duire la complexite´ d’un mode`le microscopique quelconque et nous donner
une description correcte des proprie´te´s physiques en pre´sence d’un champ magne´tique. Si l’inter-
action J⊥ sur le barreau est dominante, nous notons que l’approche simpliste de CORE, qui se base
sur les deux e´tats de basse e´nergie d’un barreau sous champ magne´tique, est satisfaisante. Pour le
cas ou` les trois interactions J⊥, Jx et Jd de l’e´chelle de spin sont du meˆme ordre de grandeur, cette
approche a des difficulte´s qui sont indique´es par un faible poids de matrice densite´ re´duite de la
base de CORE. Ainsi, le poids de matrice densite´ re´duite s’ave`re un outil efficace et fiable afin de
juger la pertinence des e´tats et de mieux choisir la base de l’approche CORE. Ne´anmoins, avec
l’approche CORE base´e sur des dime`res, nous sommes capables de reproduire de manie`re qualita-
tive le diagramme de phase complet pour des couplages Jx et Jd entre 0 et J⊥ = 1.
Nous remarquons que ge´ne´ralement, les e´tats de basse e´nergie sont e´galement ceux conside´re´s per-
tinents par le poids de matrice densite´ re´duite, mais lorsque ces deux crite`res sont contradictoires,
le crite`re de matrice densite´ re´duite donne des meilleurs re´sultats. Cette observation est confirme´e
par l’approche base´e sur des plaquettes ou` nous sommes capables, graˆce a` ce nouveau crite`re,
de re´duire conside´rablement la taille de l’espace de Hilbert lors de l’approche CORE. Ceci nous
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permet de re´soudre des grands re´seaux effectifs qui restent inaccessibles avec la diagonalisation
exacte du mode`le microscopique. En outre, nous notons la grande pre´cision de cette approche.
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Chapitre V
La bicouche de Heisenberg
Comme le montre la figure I.9, a` gauche, la bicouche de Heisenberg est un syste`me bidimension-
nel de dime`res couple´s antiferromagne´tiquement. Dans la section 2.2 du chapitre I, nous discu-
tons des expe´riences avec le compose´ BaCuSi2O6 [67], qui est une re´alisation de la bicouche de
Heisenberg et qui est connu depuis longtemps comme « pourpre de Han » (« Han purple » en an-
glais). Diffe´rentes approches the´oriques de la bicouche de Heisenberg anisotrope ont re´ve´le´ qu’elle
posse`de un diagramme de phase tre`s riche avec une phase supersolide [68, 69, 71].
Dans ce chapitre, nous conside´rons dans la section 1 la bicouche anisotrope en de´rivant un mode`le
effectif avec la me´thode CORE. Notre approche de CORE est tre`s simple puisqu’elle est base´e
sur le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re et nous comparons l’approche a` porte´e 2
avec la the´orie des perturbations. Nous de´rivons e´galement un mode`le effectif plus complexe en
augmentant la porte´e et nous discutons ce mode`le dans le contexte d’une potentielle phase solide
et supersolide. La section 2 est consacre´e au mode`le isotrope, mais frustre´ et donc une extension
de l’e´chelle de spin. Pour ce mode`le, nous de´rivons e´galement un mode`le effectif a` porte´e 2 et 4
en utilisant la meˆme approche de CORE comme dans le cas anisotrope.
La discussion de l’approche de CORE a` la bicouche de Heisenberg dans ce chapitre est base´e sur
notre article : Abendschein et Capponi [124].
1 La bicouche de Heisenberg anisotrope
Dans ce qui suit, nous e´tudions la bicouche de spin-1
2
de Heisenberg anisotrope dont le hamiltonien






















L’interaction dominante J = 1 couple deux spins-1
2
, S1,i et S2,i, en formant un dime`re dont un spin
fait partie de l’une des deux couches α = 1, 2 et l’autre spin de l’autre couche. Ces dime`res sont
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FIG. V.1: Diagramme de phase de la bicouche de Heisenberg en fonction de l’anisotropie ∆ et du
champ magne´tique h pour J ′/J = 0.29 : on voit des phases superfluides (SFI et SFII),
une phase supersolide (SS), une phase solide (QS) et une phase comple`tement polarise´e.
D’apre`s Ng et Lee [68].
couple´s avec une interaction J ′ qui agit dans le plan des couches et on note une anisotropie ∆ dans
la composante Sz du spin pour ce couplage. Pour ∆ = 1, on retrouve la bicouche de Heisenberg
isotrope et la syme´trie SU(2) est conserve´e. Cette syme´trie est, bien suˆr, brise´e pour des valeurs
∆ 6= 1. Enfin, le dernier terme du hamiltonien de´crit le couplage du syste`me au champ magne´tique
h qui lui aussi brise la syme´trie SU(2).
Des e´tudes nume´riques [68, 69] de la bicouche de Heisenberg sous champ magne´tique ont re´ve´le´
la stabilite´ d’une phase supersolide, comme illustre´ dans le diagramme de phase de l’e´tat fonda-
mental, pre´sente´ dans la figure V.1. En fonction du champ magne´tique h, on trouve cette phase
pour des anisotropies 3.1 ≤ ∆/J ≤ 4 et en plus, on trouve des phases superfluides et solides.
Nous rappelons l’introduction de ces phases dans les sections 1 et 2 du chapitre II, et en particulier
dans le tableau II.1.
De manie`re analogue a` l’application de la the´orie des perturbations a` l’e´chelle de spin dans la sec-
tion II.1 (cf. l’e´quation (II.7)), nous effectuons d’abord une approche perturbative. Dans ce but,
nous conside´rons le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re afin de de´crire la bicouche
de Heisenberg sous champ magne´tique. Par conse´quent, nous obtenons un mode`le effectif qui est














La notation 〈i, j〉 indique des premiers voisins et l’ope´rateur b†i (bi) cre´e (annihile) un boson de
cœur dur sur le site i. Avec la the´orie des perturbations on trouve les expressions suivantes pour le







, µ = J − h. (V.3)
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Ceci nous indique avec le crite`re de l’e´quation (II.12) que la transition entre la phase superfluide
et la phase solide a lieu pour
V
|t| = ∆ > ∆c = 2, (V.4)
ce qui est e´quivalent a` l’apparition d’un plateau m = 1
2
pour ∆ > 2, inde´pendamment des cou-
plages J ′/J . Comme nous le discutons plus loin, ce re´sultat n’est pas en bon accord avec les
re´sultats du QMC de Ng et Lee [68].
Dans notre approche la plus simple de la me´thode CORE, nous utilisons le meˆme bloc e´le´mentaire,
a` savoir un dime`re de la bicouche, et nous basons notre approche sur les meˆmes deux e´tats : le sin-
gulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉. Avec l’approche a` porte´e 2, qui est identique a` l’approche
de CORE la plus simple pour l’e´chelle de spin de la section 1 du chapitre IV, nous de´rivons le
meˆme mode`le effectif t− V que la the´orie des perturbations dans l’e´quation (V.2). Avec un calcul










, µ = −J
2
− EGS − h, (V.5)
ou` EGS est l’e´nergie exacte de l’e´tat fondamental de deux dime`res. Afin de ve´rifier que notre
approche soit bien justifie´e, nous calculons le poids de la matrice densite´ re´duite des quatre e´tats
d’un dime`re pour un syste`me de 4 × 4 dime`res. Ce calcul est effectue´ pour le syste`me a` demi
saturation de l’aimantation (m = 1
2
) en utilisant la diagonalisation exacte selon l’e´quation (III.20).
Les re´sultats indiquent que la base de notre approche de CORE repre´sente plus de 90% du poids
total dans la re´gion 0 ≤ J ′/J ≤ 0.5 et 0 ≤ ∆ ≤ 4 et comme le montre la figure V.2 (a) pour
J ′/J = 0.3, les poids des e´tats sont presque inde´pendants de l’anisotropie ∆. Sans montrer les
re´sultats correspondants, nous observons en plus que les poids restent assez stables lorsque le
couplage J ′/J change.
Notre approche CORE nous permet e´galement de de´river le crite`re de la transition entre la phase
superfluide et la phase solide et nous trouvons :
V




Pour CORE a` porte´e 2, la position de la transition de´pend donc des couplages J ′/J , contrairement
au re´sultat perturbatif de l’e´quation (V.4) que nous ne retrouvons que pour le cas J ′/J = 0. Nous
illustrons ce re´sultat dans la figure V.2 (b) et nous remarquons que l’anisotropie critique ∆c, qui
indique la transition entre une phase superfluide (pour ∆ < ∆c) et une phase solide (pour ∆ > ∆c),
augmente strictement avec le rapport des couplages J ′/J . Nous comparons le re´sultat perturbatif
et notre re´sultat avec le diagramme de phase de Ng et Lee [68] de la figure V.1 qui indique une
phase solide (QS), c’est-a`-dire un plateau m = 1
2
, pour J ′/J = 0.29 et ∆ > 3.2. Comme le montre
la figure V.3 (a), notre approche indique la transition a` ∆c = 2.8 pour J ′/J = 0.3 ce qui est de´ja` en
bon accord avec les calculs de QMC de Ng et Lee, contrairement a` la the´orie des perturbations qui
trouve ∆c = 2 pour toutes les valeurs de J ′/J . Remarquons dans ce contexte que notre approche,
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QMC (Ng and Lee)
(b)
FIG. V.2: Pour la bicouche de Heisenberg anisotrope : (a) Poids de la matrice densite´ re´duite des
quatre e´tats d’un dime`re, calcule´ avec la diagonalisation exacte d’un syste`me de 4 × 4
dime`res a` demi-aimantation pour J ′/J = 0.3. (b) Anisotropie critique ∆c en fonction
du couplage J ′ (avec J = 1) a` partir laquelle un plateau d’aimantation m = 1
2
apparaıˆt
dans les diffe´rentes approches : la the´orie des perturbations de l’e´quation (V.4), CORE a`
porte´e 2 de l’e´quation (V.6), et enfin le point J ′/J = 0.29 et ∆c = 3.2 du QMC de Ng
et Lee [68].
base´e sur seulement deux dime`res, est tre`s simple a` effectuer et s’ave`re un bon outil afin de de´tecter
la transition de phase entre une phase solide et superfluide.
Outre une phase solide, Ng et Lee [68] trouvent une phase supersolide qui est situe´e pre`s de la phase
solide. Par contre, nous notons que le mode`le effectif t− V de l’e´quation (V.2) ne posse`de pas de
phase supersolide. Plutoˆt, ce mode`le montre une se´paration de phase [132], comme brie`vement
mentionne´ dans la section 4 du chapitre II. Il serait quand-meˆme tre`s inte´ressant d’e´tudier des
mode`les effectifs de bosons de cœur dur qui aient un diagramme de phase de grande richesse et
qui incluent e´ventuellement une phase solide. Il est connu que des termes de saut corre´le´ favorisent
une phase supersolide [123, 185] et afin de de´river un mode`le effectif de CORE qui soit capable
d’inclure de tels processus, nous sommes donc oblige´s d’augmenter la porte´e de notre approche
de CORE a` porte´e 4. Dans ce but, nous conside´rons un syste`me de 2× 2 dime`res dans ce qui suit.
Comme explique´ dans la section 2 du chapitre IV, nous pouvons ne´gliger les contributions d’une
silhouette « L » dans le calcul du hamiltonien connexe et effectif [160]. Nous obtenons ensuite un
mode`le effectif de bosons de cœur dur qui de´crit tous les processus permis par des conside´rations
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FIG. V.3: (a) ´Energie cine´tique (e´quivalente au terme de saut t) et interaction V en fonction de
l’anisotropie ∆ pour J ′/J = 0.3, calcule´es avec l’approche de CORE a` porte´e 2 (cf.
les e´quations (V.2) et (V.5)). Pour ∆ < 2.8, une phase superfluide est observe´e, pour
∆ > 2.8 une phase solide (onde de densite´ de charge, CDW). Pour comparaison : le
point de transition ∆c = 3.2 selon le QMC de Ng et Lee [68]. (b) Pour CORE a` porte´e
2 et 4 (cf. l’e´quation (V.7)), les termes de saut et les interactions dominants sont illustre´s
en fonction de l’anisotropie ∆ pour J ′/J = 0.3.
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Dans la re´gion que nous conside´rons, a` savoir 0 ≤ ∆ ≤ 4 et J ′/J = 0.3, nous observons que tous
les termes de l’e´quation (V.7) sont non nuls, mais nous constatons que les termes suivants sont
dominants : les termes de saut au premier et deuxie`me voisin t(1)1 et t
(2)
1 = −t(6)1 ainsi que les inter-
actions entre deux particules qui sont premiers et deuxie`mes voisins V (1)2 et V
(2)
2 . Nous illustrons
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ces termes dans la figure V.3 (b), ensemble avec les termes t et V de l’approche de CORE a` porte´e
2 (cf. l’e´quation (V.2)), en fonction de l’anisotropie ∆.
La pre´sence d’un grand nombre de termes rend difficile une interpre´tation directe de ce mode`le ef-
fectif. Par exemple, il n’y a pas de crite`re simple pour l’existence d’une phase d’un plateau, comme
l’e´quation (V.2) pour le mode`le effectif t − V . Ne´anmoins, uniquement base´ sur nos re´sultats,
un plateau m = 1
2
pour des grandes valeurs d’anisotropie ∆ semble probable : premie`rement,
la phase solide est gappe´e et plutoˆt robuste envers de petites interactions supple´mentaires. Et
deuxie`mement, les interactions dominantes a` plus longue distance, comme l’interaction attrac-
tive V (2)2 (cf. la figure V.3 (b)), par exemple, ont tendance a` stabiliser la phase solide.
En outre, une phase supersolide pourrait exister en raison de l’apparition de termes de saut dia-
gonal [135] et des termes de saut corre´le´ [123, 185]. En particulier, si on enle`ve une particule du
syste`me demi rempli et gappe´, on cre´e un trou qui peut se propager graˆce au terme de saut diago-
nal. Ce sce´nario re´sulte dans un parame`tre d’ordre superfluide qui coexiste avec celui de la phase
solide ce qui est la de´finition de la phase supersolide. En revanche, si on ajoute une particule au
syste`me demi rempli et gappe´, le hamiltonien a` porte´e 4 (cf. l’e´quation (V.7)) ne permet pas de
saut diagonal en raison de l’annulation des termes t(2)1 et t
(6)
1 = −t(2)1 . Nous nous attendons donc,
a` une phase supersolide qui est stable (instable) pour des remplissages infe´rieurs (supe´rieurs) a` 1
2
ce qui est en accord avec les re´sultats de Ng et Lee [68].
Dans une e´tude re´cente, Picon et al. [71] ont ve´rifie´ nos ide´es sur les termes de saut et de saut
corre´le´ quant a` une phases solide et une phases supersolide. Afin d’e´tudier la bicouche de Heisen-
berg anisotrope en grand de´tail, ils de´rivent un mode`le effectif en utilisant la me´thode CORE ainsi
qu’une me´thode de transformations perturbatives, continues et unitaires (PCUTs) que nous discu-
tons dans le contexte du re´seau de Shastry-Sutherland (cf. le chapitre VII). Les mode`les effectifs
sont ensuite analyse´s avec une approche de champ moyen ou bien du QMC.
Comme nous, ils ont de´rive´ un mode`le effectif avec une approche de CORE, base´e sur le singu-
let |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re. Ils ont conside´re´ un bloc de 2 × 2 dime`res (notre
porte´e 4), mais aussi un bloc de trois dime`res aligne´s. Comme illustre´ dans les figures V.4 (a) et
(b), ceci leur permet d’e´tudier le terme de saut corre´le´ diagonal d’un trou avec le bloc (a) et un
terme de saut corre´le´ d’un trou au troisie`me voisin en pre´sence d’une particule au milieu avec le
bloc (b). ´Egalement un processus appele´ « leapfrog » (voir la figure V.4 (c)) est possible et nous
notons que Picon et al. expliquent que ce processus favorise une phase supersolide en permettant
la de´localisation de trous (singulets) supple´mentaires. Le mode`le effectif est ensuite traite´ avec une
approche de champ moyen afin de de´river des diffe´rentes quantite´s, comme des parame`tres d’ordre
et la courbe d’aimantation, pour des blocs de taille finie. En fonction du champ magne´tique h, ils
trouvent une phase superfluide (SF), ensuite une phase supersolide (SS) qui se trouve juste en des-
sous d’une large phase solide (CBS) et enfin de nouveau une phase superfluide (SF), comme le
montre la figure V.4 (b).
En conclusion, une phase supersolide est bien e´tablie pour la bicouche de Heisenberg anisotrope.
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FIG. V.4: Termes de saut corre´le´ de trous (singulets), de´rive´s sur un bloc de (a) 2 × 2 dime`res
et (b) 3 dime`res aligne´s. (c) Le processus « leapfrog » favorise une phase supersolide.
(d) et (e) pour ∆ = 3.3 et J ′/J = 0.29 : les parame`tres d’ordre en fonction du champ
magne´tique h indiquant une se´quence de phases. Dans la phase supersolide (SS), les
parame`tres d’ordre de la phase superfluide (SF) et solide (CBS) coexistent. Les re´sultats
sont calcule´s avec une me´thode de champ moyen applique´ au mode`le effectif de CORE.
D’apre`s Picon et al. [71].
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Par contre, quant a` des expe´riences avec des compose´s re´els, la grande amplitude de l’anisotropie
∆ > 3 de la composante du spin Sz du couplage J ′ entre les dime`res pourrait poser proble`me.
Une anisotropie d’une telle grandeur pourrait eˆtre difficile a` re´aliser dans des compose´s re´els. Ceci
motive notre e´tude de la bicouche de Heisenberg frustre´e dans la section suivante.
2 La bicouche de Heisenberg frustre´e
Nous conside´rons la bicouche de spin-1
2
de Heisenberg sans anisotropie (∆ = 1), mais avec une
interaction frustrante Jd qui agit entre les deux couches. Ce mode`le conserve la syme´trie SU(2)
et constitue une ge´ne´ralisation de l’e´chelle de spin frustre´e en deux dimensions. Par conse´quent,
nous adoptons la notation de l’e´chelle de spin dans ce qui suit. Nous rappelons que la section 1
du chapitre II pre´sente des conside´rations the´oriques de l’e´chelle de spin et que nous discutons
l’application de la me´thode CORE a` ce mode`le dans le chapitre IV.





S1,i · S2,i + Jx
∑
〈i,j〉,α








Notre approche de CORE se base comme dans les exemples pour la bicouche de Heisenberg ani-
sotrope et l’e´chelle de spin sur le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re. Dans la
figure V.5 nous pre´sentons le poids de la matrice densite´ re´duite pour les quatre e´tats d’un dime`re
de la bicouche de Heisenberg frustre´e, calcule´s avec la diagonalisation exacte d’un syste`me de 4×4
dime`res a` demi-aimantation. Nous notons que la base de CORE re´unit une tre`s grande fraction du
poids total pour des faibles interactions Jx et Jd1 : pour Jx, Jd < 0.4, le singulet |s〉 et le triplet
polarise´ |t+1〉 repre´sentent plus de 95% du poids total.
Avec notre approche de CORE a` porte´e 2, nous de´rivons le meˆme mode`le effectif que pour le
cas anisotrope, a` savoir le mode`le t − V bidimensionnel de bosons de dœur dur, donne´ dans
l’e´quation (V.2). Les parame`tres t, V et µ se calculent selon l’e´quation (IV.3) que nous avons
de´rive´es lors de l’approche de CORE a` l’e´chelle de spin. Nous illustrons le terme de saut et l’in-
teraction entre deux particules voisines dans la figure V.6 (a) en fonction du couplage Jd avec
Jx = 0.3. Le crite`re de l’e´quation (II.12) pour la transition entre une phase superfluide (SF) et une
phase solide (CDW) indique la transition pour Jd = 0.11 si Jx = 0.3 reste fixe´. Nous nous atten-
dons donc, a` une phase avec un plateau m = 1
2
comparable a` celle de l’e´chelle de spin, montre´e
dans la figure IV.2 (a).
Nous de´rivons e´galement un mode`le effectif a` porte´e 4, qui est base´ sur un bloc de 2× 2 dime`res.
Le hamiltonien effectif est de´fini dans l’e´quation (V.7) et contrairement au cas anisotrope, nous
trouvons seulement deux termes dominants. Ce sont des termes a` courte distance : le terme de saut
1Nous utilisons toujours J⊥ = 1.
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FIG. V.5: Poids de la matrice densite´ re´duite des quatre e´tats d’un dime`re de la bicouche de Hei-
senberg frustre´e, calcule´ avec la diagonalisation exacte d’un syste`me de 4× 4 dime`res a`
demi-aimantation le long d’un chemin dans le diagramme de phase.
















FIG. V.6: (a) ´Energie cine´tique (e´quivalente au terme de saut t) et interaction V en fonction du
couplage Jd pour Jx = 0.3, calcule´es avec l’approche de CORE a` porte´e 2 (cf. les
e´quations (V.2) et (IV.3)). Avec Jx = 0.3, une phase superfluide est observe´e pour
Jd < 0.11 et une phase solide (onde de densite´ de charge, CDW) pour Jd > 0.11.
(b) Pour CORE a` porte´e 2 et 4 (cf. l’e´quation (V.7)), les termes de saut et les interactions
dominants sont illustre´s en fonction du couplage Jd pour Jx = 0.3.
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au premier voisin t(1)1 et l’interaction entre deux particules qui sont premie`res voisines V
(1)
2 sont
un ordre de grandeur plus grand que les autres termes du hamiltonien. Nous illustrons ces deux
termes dans la figure V.6 (b), ensemble avec le re´sultat de la porte´e 2 et nous remarquons que les
termes a` porte´e 2 et 4 sont pratiquement identiques pour Jd ≤ 0.4 avec Jx = 0.3. Ce re´sultat nous
montre que notre approche de CORE est de´ja` bien converge´e a` porte´e 2 ce qui n’est pas e´tonnant
vu le tre`s grand poids de matrice densite´ re´duite de la base de CORE.
En fonction des couplages Jx et Jd, nous trouvons que des termes d’ordre plus e´leve´ e´mergent.
De manie`re analogue a` la bicouche anisotrope de la section pre´ce´dente, ces termes vont proba-
blement aider a` stabiliser une phase supersolide pre`s d’une phase solide dans une bicouche de
Heisenberg frustre´e. Une e´tude approfondie de ce mode`le effectif a` porte´e 4 ou a` porte´e plus
e´leve´e avec la me´thode du QMC ou une me´thode comparable serait souhaitable afin de confirmer
notre pre´diction. Puisque des compose´s frustre´s sont plus faciles a` synthe´tiser que des compose´s
avec des interactions fortement anisotropes, une telle e´tude pourrait nous donner des informations
inte´ressantes. Dans ce contexte, l’e´tude the´orique de la bicouche de Heisenberg frustre´e et isotrope
de spin-1 sous champ magne´tique de Sengupta et Batista [70] est tre`s inte´ressante : ils trouvent une
phase supersolide et e´voquent qu’une phase supersolide pourrait eˆtre observe´e dans un compose´
frustre´ correspondant.
3 Conclusion partielle
Avec un effort modeste, nous de´rivons des mode`les effectifs pour la bicouche de Heisenberg ani-
sotrope ainsi que pour le mode`le isotrope, mais frustre´. Le mode`le effectif a` porte´e 2 montre une
transition entre une phase superfluide (qui correspond a` une courbe d’aimantation avec une pente
non nulle pour le mode`le initial) et une phase solide (correspondant a` un plateau d’aimantation).
Ce calcul qui est tre`s simple a` effectuer, est pourtant une ame´lioration par rapport au re´sultat cor-
respondant de la the´orie des perturbations, surtout pour le mode`le anisotrope.
En augmentant la porte´e de notre approche, nous pouvons e´galement de´river des termes plus com-
plexes qui sont connus pour leur tendance a` favoriser des phases exotiques, comme une phase
supersolide. Dans ce contexte, nous proposons des expe´riences avec une bicouche de Heisenberg
frustre´e, ce qui correspond a` des interactions plus re´alistes.
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Chapitre VI
La chaıˆne de dime`res orthogonaux
sous champ magne´tique
Dans ce chapitre, nous pre´sentons la chaıˆne de dime`res orthogonaux qui est la re´alisation unidi-
mensionnelle du re´seau de Shastry-Sutherland. Les conside´rations de ce chapitre ont donc pour
but de faciliter la compre´hension et de pre´parer la discussion de ce mode`le bidimensionnel que
nous discutons dans le chapitre VII. Nous remarquons que la chaıˆne de dime`res orthogonaux n’a
pas encore de re´alisation expe´rimentale, mais la ge´ome´trie est similaire a` des chaıˆnes de diamant
de´forme´es que nous illustrons dans la section 2.1 du chapitre I, plus pre´cise´ment pour l’exemple
d’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2) dans la figure I.3.
Nous pre´sentons dans la section 1 les re´sultats the´oriques pour la chaıˆne de dime`res orthogonaux
sous champ magne´tique qui posse`de une se´rie infinie de plateaux [47]. Dans la section 2, nous
pre´sentons l’application de CORE a` ce mode`le et nous choisissons le singulet |s〉 et le triplet
polarise´ |t+1〉 d’un dime`re comme base de CORE. Nous discutons les diffe´rences importantes entre
des dime`res verticaux et horizontaux qui permettent de de´river un mode`le effectif simple puisqu’il
est classique. Enfin nous montrons la correspondance entre la porte´e de notre approche et des
interactions a` une certaine distance qui rendent accessibles une partie des plateaux d’aimantation
de la se´rie infinie. Nous pre´sentons nos conclusions pour ce mode`le dans la section 3.
1 Le mode`le microscopique
La chaıˆne de dime`res orthogonaux [116, 186, 187] est un syste`me unidimensionnel qui de´crit des
spins-1
2
couple´s antiferromagne´tiquement. Le hamiltonien du syste`me sous champ magne´tique h




Si · Sj + J ′
∑
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FIG. VI.1: La chaıˆne de dime`res orthogonaux : deux spins, couple´s avec une interaction J , forment
un dime`re. Les dime`res sont couple´s avec l’interaction J ′.
Des dime`res sont forme´s par deux spins Si et Sj qui sont des plus proches voisins et couple´s avec
une interaction J = 1 et les dime`res sont couple´s par une interaction J ′. Comme le montre la
figure VI.1, il s’agit de la re´alisation unidimensionnelle du re´seau de Shastry-Sutherland que nous
abordons et e´tudions en de´tail dans le chapitre VII.






= 0.81900 [188]. Pour des faibles couplages J ′/J , le syste`me a un e´tat fonda-





l’e´tat fondamental est de´crit par des plaquettes de
quatre spins. En outre, sous champ magne´tique, ce syste`me posse`de un comportement inte´ressant,
a` savoir des plateaux d’aimantation pour m = 1
2
et m = 1
4
[188, 189]. Schulenburg et Richter [47],
montrent en plus l’existence de plateaux supple´mentaires en de´rivant une se´rie infinie de plateaux
au-dessous du plateau m = 1
2
. Ces plateaux sont stables pour des aimantations
msat
4





, k ∈ Z (VI.2)
et la figure VI.2 illustre le de´but de cette se´rie. Outre un gap de spin et un large plateau m = 1
2
, le
calcul de DMRG pour une chaıˆne de 48 dime`res montre les plateaux m = 1
4
pour k = 1, m = 1
3
(k = 2) et m = 3
8
(k = 3) tandis que le calcul de diagonalisation exacte d’une chaıˆne de 12
dime`res ne montre que les plateaux m = 1
4
et m = 1
3
en raison de la taille finie plus petite par
rapport au syste`me conside´re´ avec le DMRG. Qualitativement, ces plateaux sont caracte´rise´s par
des groupes de k dime`res verticaux conse´cutifs (pour une chaıˆne horizontale, comme illustre´e dans
la figure VI.1) qui sont tous occupe´s par des triplets polarise´s |t+1〉. Remarquons que les dime`res
horizontaux sont occupe´s par des singulets et par conse´quent ces dime`res ne sont pas conside´re´s
plus en de´tails. Les groupes de k triplets polarise´s sur des dime`res verticaux (que l’on appelle frag-
ments) couvrent la chaıˆne de fac¸on pe´riodique et sont se´pare´s l’un de l’autre par un dime`re vertical
qui est occupe´ par un singulet |s〉. Nous notons qu’un singulet |s〉 sur un dime`re vertical coupe
exactement la chaıˆne en formant des fragments de dime`res verticaux conse´cutifs qui sont tous oc-
cupe´s par des triplets polarise´s |t+1〉. On ve´rifie facilement que cette pe´riodicite´ obe´it le crite`re
d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26] de l’e´quation (I.3) pour l’existence de plateaux d’aimanta-
tion.
Pre´cisons la physique des plateaux qui forment cette se´rie en suivant la discussion de Schulen-
burg et Richter [47]. Nous notons que la chaıˆne est exactement coupe´e par des singulets |s〉 sur un
dime`re vertical qui de´finissent les fragments. Le premier plateau respectant cette re`gle est le pla-
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FIG. VI.2: Courbe d’aimantation de la chaıˆne de dime`res orthogonaux pour J ′/J = 0.65, calcule´e
avec la diagonalisation exacte de 12 dime`res et le DMRG de 48 dime`res. La re´solution
du calcul de DMRG est meilleure en raison d’une taille de syste`me plus grande.
teau m = 1
4
qui est caracte´rise´ par un e´tat fondamental qui est le produit de fragments identiques
de longueur k = 1, c’est-a`-dire une alternance de triplets polarise´s |t+1〉 et de singulets |s〉 sur les
dime`res verticaux. Les fragments ont une aimantation Szk=1 = 1 et l’aimantation de la chaıˆne qui




= SzkN/(4k+4) = N/8. Afin d’augmenter l’aimantation du
syste`me, un fragment de k = 2 avec Szk=2 = 2 est introduit et nous notons que les prochains e´tats
propres avec une aimantation plus e´leve´e sont atteints si on remplace successivement les fragments
de k = 1 par des fragments de k = 2. Comme les e´tats fondamentaux sont des produits des frag-
ments, ce processus ne´cessite une e´nergie constante pour chaque remplacement. Par conse´quent,
l’e´nergie est une fonction line´aire de l’aimantation ce qui correspond a` un plateau d’aimantation
(cf. la section 2 du chapitre II et la figure II.4).
Le champ critique pour quitter le plateau m = 1
4





= SkN/(4k + 4) = N/6, est atteint si tous les fragments de k = 1 ont e´te´
remplace´s par des fragments de k = 2. Pour des aimantations plus e´leve´es, on doit donc remplacer
des fragments de k = 2 par des fragments de k = 3 ce qui va couˆter plus d’e´nergie par rapport a`
l’introduction ante´rieure des fragments de k = 2. La courbe de l’e´nergie en fonction de l’aimanta-
tion a de´sormais une pente plus incline´e ce qui implique une aimantation plus e´leve´e. Cette pente
reste constante lors du remplacement des fragments de k = 2 par des fragments de k = 3 et de´finit
donc la taille du plateau m = 1
3
.
On remarque que les plateaux ulte´rieurs avec une aimantation plus e´leve´e s’expliquent de fac¸on
suivante : les fragments de k = 2 sont remplace´s par des fragments de k = 3, et ensuite les frag-
ments de k = 3 sont remplace´s par des fragments de k = 4, etc. Enfin, une image qualitative du
plateau m = 1
2
, consiste de la configuration ou` tous les dime`res verticaux sont occupe´s par des
triplets polarise´s |t+1〉 et tous les dime`res horizontaux par des singulets |s〉.
Apre`s ces conside´rations pre´paratoires, nous discutons dans la section suivante l’application de la
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me´thode CORE a` la chaıˆne de dime`res orthogonaux.
2 L’approche de CORE a` diffe´rentes porte´es
Comme discute´ au-dessus, pour des aimantations m ≤ 1
2






la physique de la chaıˆne de dime`res orthogonaux sous champ magne´tique est de´termine´e par les
dime`res verticaux de la chaıˆne (qui est horizontale) et les dime`res horizontaux peuvent eˆtre ne´glige´s
parce qu’ils sont toujours occupe´s par des singulets |s〉. Ce fait est illustre´ par nos calculs du poids
de la matrice densite´ re´duite que nous montrons dans les figures VI.3 (a) - (e). Ces calculs ont e´te´
effectue´s en utilisant la diagonalisation exacte selon l’e´quation (III.20) pour une chaıˆne de sept
dime`res, soit 14 sites.
La figure VI.3 (a) montre le syste`me pour aimantation nulle (m = 0) et nous notons que le poids
est comple`tement concentre´ sur les singulets des deux sortes de dime`res jusqu’a` J ′/J = 0.8. Nos





= 0.81900 de Koga et al. [188] parce
que nous observons que la physique de l’e´tat fondamental change pour des couplages J ′/J > 0.8
et tout le poids des dime`res verticaux se retrouve de´sormais dans les triplets qui sont de´ge´ne´re´s. Le
singulet du dime`re vertical, par contre, ne repre´sente plus aucun poids. Le changement est moins
dramatique pour les dime`res horizontaux, mais on observe aussi que le poids du singulet tombe
pour J ′/J > 0.8 et que les triplets sont de´ge´ne´re´s. Dans la figure VI.3 (b) nous illustrons les poids
des e´tats lorsque le syste`me est a` demi aimantation par rapport a` la valeur sature´e. Nous constatons
que l’aimantation du syste`me est domine´e par les triplets polarise´s |t+1〉 des dime`res verticaux qui
repre´sente plus de 90% du poids total d’un dime`re vertical pour J ′/J ≤ 0.6 et plus de 84% pour
0.6 < J ′/J ≤ 0.8. Les triplet polarise´s |t+1〉 des dime`res horizontaux sont plutoˆt ne´gligeable,
surtout pour des faibles valeurs de J ′/J : pour J ′/J < 0.6 cet e´tat repre´sente moins de 10% du
poids total d’un dime`re horizontal.
Pour eˆtre complet, nous pre´sentons e´galement le comportement du syste`me lors du processus d’ai-




et (e) pour J ′/J = 0.85 > (J ′/J)
c
. Les figures VI.3 (c) et (d) soulignent l’importance du
singulet |s〉 et du triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re vertical pour des aimantations m ≤ 12 : les sin-
gulets |s〉 se transforment en triplets polarise´s |t+1〉 si l’aimantation du syste`me augmente. Pour des
aimantations m > 1
2
, les dime`res horizontaux deviennent importants et des triplets polarise´s |t+1〉
se forment sur ces dime`res. Enfin, la figure VI.3 (e) montre la limite de notre approche puisque





, c’est-a`-dire directement au-dessus de la transition de phase, la phy-
sique du processus change de manie`re importante, surtout pour des faibles aimantations m ≤ 1
4
.
Ces re´sultats, ensemble avec les conside´rations de Schulenburg et Richter [47], sont une tre`s bonne
justification du choix de notre base de CORE, qui est forme´e par le singulet |s〉 et le triplet polarise´
|t+1〉 d’un dime`re. Cette approche nous permet de calculer un mode`le effectif qui a la ge´ome´trie
d’une chaıˆne avec des sites ine´quivalents alternants ou` une sorte de sites effectifs correspond a`
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sat= 0
vertical and horizontal singlet
all triplets are degenerate
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sat= 0.5




























































(c)   J’/J= 0.1



































(d)   J’/J= 0.8



































(e)   J’/J= 0.85
FIG. VI.3: Poids de la matrice densite´ re´duite des e´tats sur les dime`res verticaux et horizontaux
en fonction des couplages J ′/J pour (a) m = 0 et (b) m = 1
2
. Les figures (c) - (e)
montrent ce poids en fonction de l’aimantation m pour (c) J ′/J = 0.1, (d) J ′/J = 0.8
directement en-dessous de la transition de phase et (e) J ′/J = 0.85 directement au-
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FIG. VI.4: (a) Potentiel chimique des dime`res verticaux et horizontaux, calcule´s avec l’ap-
proche de CORE a` porte´e 2 et 8. (b) Courbe d’aimantation du mode`le classique de
l’e´quation (VI.3). ∆m indique la taille du plateau d’aimantation m, exprime´e par rap-
port a` la chaıˆne comple`te qui inclut les deux sous-re´seaux des dime`res verticaux et
horizontaux.
un dime`re vertical et l’autre a` un dime`re horizontal. On peut ensuite formuler un mode`le t − V
de bosons de cœur dur en identifiant un singulet |s〉 sur un dime`re comme un site vide et triplet
polarise´ |t+1〉 comme un site occupe´ par une particule (cf. le tableau II.1). Dans la figure VI.4 (a),
nous illustrons le potentiel chimique µ pour les dime`res verticaux et horizontaux que nous calcu-
lons avec notre approche aux porte´es 2 jusqu’a` 8. En accord avec les conside´rations du poids de la
matrice densite´ re´duite et celles de Schulenburg et Richter [47], nous constatons pour des valeurs
finies de J ′/J que le potentiel chimique µ des dime`res horizontaux est plus e´leve´ que celui des
dime`res verticaux. Par conse´quent, lorsque l’aimantation du syste`me augmente de m = 0 a` m = 1
2
,
les singulets des dime`res verticaux sont remplace´s par des triplets polarise´s et la configuration des
dime`res horizontaux ne change pas. Puisque nous nous inte´ressons au processus d’aimantation
jusqu’a` demi saturation, ceci nous indique que les dime`res horizontaux peuvent eˆtre ne´glige´s. Afin
de construire un mode`le effectif simple, nous ne conside´rons que le sous-re´seau des dime`res ver-
ticaux en ne´gligeant comple`tement le sous-re´seau des dime`res horizontaux. En outre, nos re´sultats
de CORE indiquent l’existence de termes de saut corre´le´ comme seuls termes hors-diagonaux.
Lors d’un tel processus, une particule saute d’un dime`re horizontal a` un autre dime`re horizontal
en pre´sence d’une particule sur un dime`re vertical qui se trouve au milieu des deux dime`res hori-
zontaux. Pour des aimantations m ≤ 1
2
, ces processus ne jouent donc aucun roˆle et nous obtenons
un mode`le effectif de bosons de cœur dur purement classique. Il contient le potentiel chimique





µni + V2(nini+1) + V3(nini+1ni+2) + V4(nini+1ni+2ni+3) + · · · . (VI.3)
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La courbe d’aimantation de ce mode`le est montre´e dans la figure VI.4 (b) pour des valeurs arbi-
traires : le potentiel chimique µ = 1.5 de´termine la taille du gap de spin, l’interaction entre deux
particules voisines V2 = 1 indique la taille du plateau m = 14 par rapport a` la chaıˆne comple`te qui
inclut les deux sous-re´seaux des dime`res verticaux et horizontaux. Le sous-re´seau de dime`res ver-
ticaux est demi-rempli avec une alternance de sites vides et sites occupe´s par des particules qui se
repoussent avec l’interaction V2. Ensuite l’interaction entre trois particules conse´cutives V3 = 0.75
indique la taille du plateau m = 1
3
avec un sous-re´seau de dime`res verticaux qui est rempli a` deux
tiers : des fragments de k = 2 particules voisines se forment, se´pare´s par des sites vides. Enfin,
le plateau m = 3
8
apparaıˆt duˆ a` l’interaction entre quatre particules conse´cutifs V4 = 0.4. Ici, des
fragments de k = 3 particules conse´cutifs se forment, etc.
Le mode`le effectif de l’e´quation (VI.3) que nous trouvons avec notre approche de CORE reproduit
donc la se´rie infinie de plateaux d’aimantation de Schulenburg et Richter [47]. Afin d’obtenir la
se´rie infinie, des interactions avec de plus en plus de particules sont ne´cessaires : nous notons que
les interactions Vn sont e´quivalentes aux tailles des plateaux m = k2k+2 avec des fragments de
k = n− 1 particules conse´cutifs sur les dime`res verticaux.
Comparons dans ce qui suit nos re´sultats nume´riques de CORE avec la the´orie des perturbations







1 + 4(J ′/J)2
)
et V2 = −1 +
√
1 + (J ′/J)2. (VI.4)
La figure VI.5 (a) montre la comparaison et indique que la the´orie des perturbations est en bon
accord avec les re´sultats de CORE pour des couplages J ′/J ≤ 0.2. Pour des plus grandes valeurs
de J ′/J les re´sultats s’e´cartent. Dans la figure VI.5 (b), nous illustrons l’e´volution du potentiel
chimique µ et des interaction V2, V3 et V4 avec la porte´e de notre approche que nous calculons pour
J ′/J = 0.8. L’interaction Vn entre n particules sur n dime`res verticaux conse´cutifs est accessible
pour des approches de CORE qui est base´e sur une chaıˆne avec au moins 2n−1 dime`res (verticaux
et horizontaux). Nous remarquons que la porte´e la plus petite afin de calculer l’une des interactions
donne de´ja` une bonne estimation de la valeur converge´e et que le calcul de l’interaction Vn est
exact pour CORE base´e sur 2n + 1 dime`res. Enfin, dans la figure VI.5 (c), nous illustrons les
interactions en fonction des couplages J ′/J et nous utilisons les re´sultats de l’approche de CORE
a` plus longue porte´e, a` savoir porte´e 8. On note que le potentiel chimique et l’interaction a` courte
distance dominent.
Nous rappelons que les interactions Vn sont e´quivalentes aux tailles des plateaux m = k2k+2 avec
des fragments de k = n− 1 particules conse´cutifs sur les dime`res verticaux. En outre, l’approche
CORE afin de calculer l’interaction Vn doit eˆtre a` porte´e 2n − 1 ou plus. Ces conside´rations sont
confirme´es dans la figure VI.6 qui montre les re´sultats de la diagonalisation exacte de notre mode`le
effectif a` diffe´rentes porte´es pour une chaıˆne de 24 sites effectifs, compare´s avec les re´sultats du
DMRG pour 48 dime`res. Nous notons que CORE a` porte´e 2 donne de´ja` une bonne estimation du
gap de spin, mais puisque cette approche ne peut pas acce´der a` l’interaction V2, le plateau m = 14
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µ  Perturbation theory
µ  range-2 CORE
µ  range-8 CORE
V2  Perturbation theory
V2  range-3 CORE
V2  range-8 CORE
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(b)   J’/J=0.8












(c)   range-8 CORE
FIG. VI.5: (a) Potentiel chimique µ et interaction V2, calcule´s avec la the´orie des perturbations de
l’e´quation (VI.4) et des approches de CORE. (b) ´Evolution de µ et les interactions Vn
en fonction de la porte´e de l’approche de CORE. (c) µ et les interactions Vn en fonction
des couplages J ′/J , calcule´s avec CORE a` porte´e 8.
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(b) J=1, J’=0.65; DMRG: N=48, CORE: N=24
FIG. VI.6: Courbe d’aimantation de la chaıˆne de dime`res orthogonaux pour J ′/J = 0.65, calcule´e
avec le DMRG de 48 dime`res et la diagonalisation exacte de notre mode`le effectif a`
diffe´rentes porte´e pour 24 sites effectifs. La figure (b) montre un extrait de la figure (a)
pour 1
4
≤ m ≤ 1
2
.
reste inaccessible. La premie`re approche qui puisse reproduire ce plateau est celle a` porte´e 3 en
raison de la possibilite´ de calculer V2. La porte´e 4 corrige ensuite la taille du plateau m = 14 ,
mais ne rend pas accessible de plateaux supple´mentaire. Le prochain plateau m = 1
3
est reproduit
pour la premie`re fois par CORE a` porte´e 5 graˆce au calcul de l’interaction V3 et ensuite la porte´e
6 corrige la taille de ce plateau. Enfin, nous atteignons le dernier plateau de la se´rie infinie de
l’e´quation (VI.2) qui soit encore accessible avec notre approche de CORE : la porte´e 7 permet de
calculer l’interaction V4 et nous observons le plateau m = 38 . La porte´e 8 corrige la taille de ce
plateau.
Nous remarquons que nous pourrions calculer des plateaux supple´mentaires de la se´rie infinie
en augmentant la porte´e de CORE, mais nous nous limitons a` porte´e 8 en raison de limitations
nume´riques et puisque notre approche nous a de´ja` permis de comprendre la physique du processus
d’aimantation du syste`me.
3 Conclusion partielle
La chaıˆne de dime`res orthogonaux sous champ magne´tique est un exemple inte´ressant d’une ap-
plication de la me´thode CORE. Pour des aimantations m ≤ 1
2
, nous trouvons un mode`le effectif
classique en fondant notre approche sur la base la plus simple, a` savoir un singulet et le triplet
polarise´ d’un dime`re. Le processus d’aimantation est tre`s bien capture´ par cette approche, comme
illustrent nos re´sultats de matrice densite´ re´duite. En variant la porte´e du mode`le effectif CORE,
nous pouvons calculer des interactions a` plus longue distance entre triplets sur des dime`res verti-
caux conse´cutifs. Nous sommes donc capables de trouver les premiers plateaux d’une se´rie infinie
109
Chapitre VI. La chaıˆne de dime`res orthogonaux sous champ magne´tique
de plateaux pour des aimantations 1
4
≤ m ≤ 1
2
.
Ces re´sultats servent e´galement a` pre´parer la discussion du re´seau de Shastry-Sutherland sous
champ magne´tique que nous abordons dans le chapitre suivant. Ce re´seau e´tant la ge´ne´ralisation
bidimensionnelle de la chaıˆne de dime`res orthogonaux, nous allons voir que la physique des deux
syste`mes est pourtant tre`s diffe´rente.
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Chapitre VII
Le re´seau de Shastry-Sutherland sous
champ magne´tique
Dans ce chapitre nous discutons en de´tail le re´seau de Shastry-Sutherland et sa re´alisation dans
le compose´ SrCu2(BO3)2 sous champ magne´tique [77]. Dans notre e´tude du re´seau de Shastry-
Sutherland avec la me´thode CORE, nous avons comme but de trouver un mode`le effectif qui soit
capable d’expliquer dans une approche microscopique les plateaux d’aimantation que l’on ob-
serve pour le compose´ SrCu2(BO3)2. Nous rappelons que les re´sultats expe´rimentaux ainsi que la
structure atomique de ce compose´ forme´ de dime`res couple´s sont illustre´s dans la section 2.2 du
chapitre I.
Ce chapitre est structure´ comme suit : nous pre´sentons dans la section 1 les diffe´rentes approches
the´oriques pour ce mode`le qui sont en majorite´ des me´thodes perturbatives et qui visent e´galement
a` de´river un mode`le effectif. Dans la section 2, nous de´taillons le mode`le effectif que nous trouvons
avec l’approche de CORE a` diffe´rentes porte´es et pour des diffe´rents couplages. Nous discutons
e´galement la validite´ de notre approche et comparons nos re´sultats aux re´sultats perturbatifs. La
section 3 est consacre´e a` des re´sultats de diagonalisation exacte (cf. la section III.1) du mode`le
microscopique ou du mode`le effectif de CORE a` diffe´rentes porte´es. En comparant les courbes
d’aimantation correspondantes, nous trouvons que l’approche de CORE a` porte´e 9 est tre`s fiable.
Pour cette approche, nous analysons les tailles et les positions exactes de diffe´rents plateaux en
fonction du couplage en comparant avec les re´sultats exacts et conside´rons la stabilite´ des plateaux




en calculant pour ces deux exemples la corre´lation statique particule-particule avec notre mode`le
effectif. Ce chapitre est enfin cloˆture´ avec les conclusions partielles pre´sente´es dans la section 4.
Les re´sultats les plus importants de notre e´tude du re´seau de Shastry-Sutherland sous champ
magne´tique se trouvent e´galement dans notre article : Abendschein et Capponi [91].
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FIG. VII.1: Le re´seau de Shastry-Sutherland avec le couplage J sur un dime`re, et J ′ entre les
dime`res.
1 Le mode`le microscopique et des re´sultats the´oriques
pour le compose´ SrCu2(BO3)2
Le re´seau de Shastry-Sutherland [75, 76] de´crit un syste`me bidimensionnel, caracte´rise´ par des
spin-1
2
couple´s antiferromagne´tiquement qui forment des dime`res couple´s. Le hamiltonien sous




Si · Sj + J ′
∑
≪i,j≫




Comme illustre´ dans la figure VII.1, les spins Si sur les sites i ont une interaction J avec leurs plus
proches voisins et une interaction frustrante J ′ avec leurs deuxie`mes voisins.
Conside´rons d’abord les deux cas limites suivants du re´seau de Shastry-Sutherland de
l’e´quation (VII.1) en supposant J = 1 : premie`rement pour des grandes valeurs ne´gatives du
couplage J ′, l’e´tat fondamental est ferromagne´tique et comple`tement polarise´. Et deuxie`mement
pour des grandes valeurs positives de J ′, l’e´tat fondamental correspond a` l’e´tat fondamental de
Ne´el du mode`le de Heisenberg bidimensionnel de spin-1 qui est ordonne´ [190] et dont diffe´rentes
quantite´s, comme l’e´nergie de l’e´tat fondamental et des susceptibilite´s, sont connues [191]. Entre
ces cas limites et pour des couplages J et J ′ antiferromagne´tiques, se trouve la phase dime´rise´e de
singulets du re´seau de Shastry-Sutherland que nous abordons dans ce qui suit.
Si tous les dime`res forme´s par les liens J sont occupe´s par des singulets, le syste`me est dans un
e´tat propre exact, qui est en plus l’e´tat fondamental pour des valeurs J ′/J . 0.7 [192, 193]. En
outre, pour des valeurs J ′/J . 0.7, le syste`me se trouve dans une phase gappe´e. En revanche, pour
J ′/J & 0.7, on observe un ordre antiferromagne´tique de Ne´el a` longue distance et le syste`me est
non gappe´ [193]. Entre ces deux phases, des phases supple´mentaires [194–197] pourraient exister,
comme une phase de singulets de plaquettes, par exemple.
Comme de´ja` discute´ dans la section I.2.2, le compose´ SrCu2(BO3)2 correspond au re´seau de
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Shastry-Sutherland et on observe un rapport des couplages dominants J ′/J ≈ 0.65 [136, 137].
En outre, on trouve un faible couplage entre les couches bidimensionnelles [78] ainsi qu’une faible
interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30, 85, 86] et nous notons que ces deux couplages
ne sont pas capture´s notre mode`le. Nous illustrons l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya, qui brise
la syme´trie SU(2), dans la figure I.13 et nous notons que cette interaction est plutoˆt petite par
rapport aux couplages J et J ′. Ne´anmoins, elle peut jouer un roˆle important pour des faibles ai-
mantations m ≤ 1
8
, comme le discutent Levy et al. [83]. En raison de leurs relativement petites
amplitudes, nous ne´gligeons le couplage entre les couches bidimensionnelles ainsi que l’interac-
tion Dzyaloshinskii-Moriya et nous de´crivons le compose´ SrCu2(BO3)2 par le re´seau de Shastry-
Sutherland avec J ′/J ≈ 0.65. Par conse´quent, le syste`me se trouve au-dessous, mais pre`s du
point de transition de phase (J ′/J)crit ≈ 0.7 [192, 193] et on observe un e´tat fondamental de
singulets de dime`res avec un gap de spin ∆s = 30K [78]. Le grand inte´reˆt que ce compose´ a
suscite´ dans les dix dernie`res anne´es est explique´ par le comportement sous champ magne´tique,
a` savoir les plateaux d’aimantation pour m = 1
4
et m = 1
8
[78] ainsi que m = 1
3
[79] (cf. la fi-
gure I.11). Du coˆte´ expe´rimental, il y a des indications re´centes [82] de plateaux supple´mentaires
pour m = 1
q
avec 4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pour m = 2
9
, comme illustre´ dans la figure I.12.
Ces expe´riences demandent une confirmation et the´orique et expe´rimentale, comme elles sont
conteste´es expe´rimentalement [83].
Diffe´rentes approches the´oriques ont donc e´te´ entreprises afin d’expliquer le processus d’aiman-
tation de SrCu2(BO3)2 a` l’e´chelle microscopique. Une bonne description de la physique de basse
e´nergie consiste dans un mode`le effectif qui est base´ sur deux e´tats d’un dime`re, a` savoir sur un
singulet |s〉 et un triplet polarise´ |t+1〉. Comme discute´ dans la section 1 du chapitre II, on peut
ensuite utiliser un mode`le effectif dans lequel un singulet correspond a` un site vide et un triplet
polarise´ a` un site occupe´ par un boson de cœur dur, c’est-a`-dire une particule [38, 109, 110].
Dans le contexte de la discussion du re´seau de Shastry-Sutherland, nous remarquons deux e´tudes
the´oriques re´centes : Premie`rement, pour spin-1
2
, Meng et Wessel [198] e´tudient le re´seau de
Shastry-Sutherland avec un couplage transverse ferromagne´tique sous champ magne´tique. Il s’agit
donc d’un mode`le XXZ (cf. l’e´quation (II.5) dans la section 1 du chapitre II) qui, en absence du
couplage transverse, se re´duit en mode`le antiferromagne´tique d’Ising avec un ordre de Ne´el. Pour
un couplage transverse ferromagne´tique fini, on observe une phase de dime`res qui est se´pare´e de
la phase de Ne´el ordonne´e par une phase superfluide. Dans le re´gime quantique, ils trouvent un
plateau m = 1
2
ainsi qu’un plateau m = 1
3
qui persiste dans la limite Ising.
Et deuxie`mement, comme le discutent Moliner et al. [98], le re´seau de Shastry-Sutherland clas-
sique pour spin S → ∞ montre un quasi-plateau m = 1
3
a` basse tempe´rature T6=0 et pour un
rapport des couplages J ′/J = 0.5. Pour T = 0, ce plateau n’est pas stable en raison de la
compe´tition de diffe´rentes configurations de meˆme e´nergie, tandis que pour basse tempe´rature
finie et J ′/J = 0.5, la configuration coline´aire UUD de spins re´sulte dans un plateau m = 1
3
. Cette
configuration est se´lectionne´e en raison de conside´rations d’entropie et consiste de deux spin ↑ (U)
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et un spin ↓ (D) sur chaque triangle du re´seau. Pour des couplages J ′/J = 0.5 ± ε (ou` ε est un
petit nombre), on observe e´galement un plateau m = 1
3
avec une configuration de spins de type
« parapluie » (« umbrella » en anglais) pour basse tempe´rature (T6=0) et la configuration UUD
pour des tempe´ratures interme´diaires.
1.1 La the´orie des perturbations jusqu’au quatrie`me ordre
En appliquant la the´orie des perturbations, on peut de´river un mode`le effectif qui contient diffe´rents
termes, comme les ope´rateurs de cre´ation b†i (d’annihilation bi) de particules ou` le nombre de
particules est donne´ par ni = b†ibi. Si les dime`res verticaux (horizontaux) du re´seau de Shastry-
Sutherland constituent le sous-re´seau A (B), le site i ∈ A est un dime`re vertical et l’index i +
ex (i + ey) indique le dime`re voisin horizontal a` droite (au-dessus) de celui-ci. Par exemple, au
deuxie`me ordre de perturbations [110], on trouve le hamiltonien suivant :
H =
(





















[b†i (bi+ey − bi−ey) + h.c.](ni−ex − ni−ex) + (VII.2)











Avec la the´orie des perturbations au deuxie`me ordre et a` des ordres plus e´leve´s, on peut de´river
des quantite´s comme des interactions entre deux particules a` diffe´rentes distances ainsi que des
termes de saut de particules, comme illustre´ sche´matiquement dans la figure VII.2. Au quatrie`me





















ce qui indique que le compose´ SrCu2(BO3)2 est gappe´ puisque µ > 0 pour des couplages J ′/J .
0.8 selon cette e´quation. Pour les interactions entre deux particules, de´finies dans la figure VII.2




















































Notons que l’interaction V1 entre les plus proches voisins est l’interaction la plus importante. En-
semble avec l’interaction entre troisie`mes voisins V3, V1 domine les autres interactions pour des
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FIG. VII.2: Le re´seau de Shastry-Sutherland et des de´finitions d’interactions effectives et de sauts
effectifs : (a) interaction a` deux corps entre une particule sur le dime`re rouge et une
particule sur l’un des dime`res indique´s, (b)-(d) des processus de saut corre´le´.
couplages J ′/J . 0.7 et en conse´quence aussi pour le compose´ SrCu2(BO3)2. Le fait que l’in-
teraction entre troisie`mes voisins V ′3 soit nulle en perturbation au troisie`me ordre montre que la
ge´ome´trie des interactions est cruciale dans le re´seau de Shastry-Sutherland.
Enfin, la the´orie de perturbations au troisie`me ordre [110, 200] indique l’absence de termes de saut
d’une seule particule isole´e. Pour de tels termes de saut, on trouve une contribution au sixie`me
ordre [192], qui est en conse´quence tre`s petite. Ceci re´sulte dans une excitation d’un triplet presque
localise´e ce qui est confirme´ dans les expe´riences avec le compose´ SrCu2(BO3)2 [192, 201]. En
revanche, des termes de saut corre´le´, illustre´s dans les figures VII.2 (b) - (d), peuvent eˆtre im-
portants. Ce sont des processus d’un saut d’une particule sur un dime`re voisin en pre´sence d’une
deuxie`me particule (voire plusieurs particules) dans le voisinage qui peuvent favoriser une phase
















































On voit que le processus dominant est de´crit par le terme ta3 et qu’il est important de noter la
diffe´rence entre les deux termes de saut corre´le´ au plus proche dime`re ta1v et ta1h qui est due a` leur
ge´ome´trie diffe´rente. Tandis que ta1h est un terme important, ta1v est nul et de fac¸on e´quivalente,
tous les processus de´rive´s de ta1v par une rotation de 90◦ ou par une re´flexion verticale ou hori-
zontale sont nuls.
L’absence d’un terme de saut d’un triplet isole´ a pour conse´quence que la physique des plateaux
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d’aimantation est domine´e par les interactions entre les triplets qui sont des particules massives.
Pour les plateaux, on s’attend a` une cristallisation de triplets qui forment des cristaux de Wi-
gner [38, 110, 200, 202, 203], ce qui est a` l’origine des plateaux.
1.2 Des approches the´oriques alternatives
D’autres approches ont essaye´ d’ame´liorer la compre´hension du processus d’aimantation du
compose´ SrCu2(BO3)2, et parmi celles-ci, on compte l’e´tude d’un re´seau de Shastry-Sutherland
ge´ne´ralise´ [203] avec un couplage supple´mentaire au troisie`me voisin. Une autre approche vise
a` transformer le mode`le initial en proble`me de bosons de cœur dur qui est ensuite transforme´ en
syste`me de fermions sans spin, couple´s a` un champ de jauge de Chern-Simons [107, 108]. Comme
discute´ dans la section 4 du chapitre II, elle de´rive le spectre de Hofstadter [141], ou` des sauts de
l’e´nergie de Fermi se traduisent en plateaux d’aimantation. De cette fac¸on, on trouve des plateaux







, en revanche, on n’observe pas de plateaux au-dessus du plateau m = 1
2
ou
au-dessous du plateau m = 1
4
. Rappelons que Sebastian et al. [82] ont aussi mesure´ des plateaux
pour m < 1
4
dans le compose´ SrCu2(BO3)2. Afin d’expliquer une se´rie de plateaux, mesure´e pour
m = 1
q
avec 4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pour m = 2
9
, ils effectuent un calcul analogue a` celui de Misguich
et al. [107, 108] et trouvent un spectre de Hofstadter. Comme ils expliquent, ce spectre the´orique
inclut de nombreux plateaux a` faible aimantation qui sont observe´s dans leurs expe´riences.
Les expe´riences re´centes de Sebastian et al. [82], mais aussi l’absence d’une bonne compre´hension
the´orique du processus d’aimantation dans le re´seau de Shastry-Sutherland et le compose´
SrCu2(BO3)2 en particulier, ont suscite´ deux approches re´centes qui utilisent l’interpre´tation des
triplets polarise´s comme bosons de cœur dur. La premie`re me´thode est celle de Dorier et al. [90]
qui consiste en transformations perturbatives, continues et unitaires (PCUTs) qui sont combine´es
avec une analyse du mode`le effectif de bosons de cœur dur. La deuxie`me est la me´thode CORE qui
nous sert e´galement a` de´river un mode`le effectif de bosons de cœur dur qui est ensuite diagonalise´
sur des re´seaux effectifs de taille finie [91] en utilisant la diagonalisation exacte, discute´e dans la
section III.1. Avant de discuter notre approche en de´tail et avant de comparer les re´sultats des deux
me´thodes dans les sections suivantes de ce chapitre, conside´rons dans ce qui suit l’approche de
PCUTs de Dorier et al..
`A partir du re´seau de Shastry-Sutherland, la me´thode de transformations perturbatives, conti-
nues et unitaires (PCUTs) [204] de´rive un mode`le effectif qui conserve le nombre de triplets
e´le´mentaires [205]. Ensuite, l’interpre´tation des triplets polarise´s comme des bosons de cœur dur
est applique´e. Ceci est justifie´ puisque la physique sous champ magne´tique est bien de´crite par des
processus qui ont un spin total maximal et une composante Sz maximal. En conse´quence, la forme









· · · b†rn/2brn/2+1 · · · brn , (VII.6)
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FIG. VII.3: `A gauche : le re´seau de Shastry-Sutherland et des de´finitions d’interactions effectives a`
deux corps entre une particule sur le dime`re e´pais et une particule sur l’un des dime`res
indique´s. (par rapport a` figure VII.2 des interactions a` plus longue distance sont in-
clues). `A droite : les coefficients correspondants en fonction du rapport des couplages
J ′/J . D’apre`s Dorier et al. [90].
ou` les ri indiquent les sites du re´seau carre´ effectif, forme´ par les dime`res avec le couplage J . Les
b†r (br) indiquent les ope´rateurs des bosons de cœur dur qui cre´ent (annihilent) un triplet polarise´
|t+1〉 sur le site r et les coefficients Cr1,r2,··· ,rn de´crivent l’amplitude des diffe´rents processus, par
exemple l’interaction a` deux corps qui est illustre´e dans la figure VII.3. Enfin, l’e´quation (VII.6)
inclut e´galement des interactions a` plusieurs particules ainsi que des termes de saut et des termes
de saut corre´le´ qui favorisent une phase supersolide [123]. La figure VII.4, a` gauche, montre les
processus les plus importants de chaque type pour J ′/J = 0.5. On voit que les interactions a` deux
corps sont dominantes pour des faibles densite´s de particules et parmi celles-ci, les interactions
a` courte distance sont plus importantes que celles a` plus longue distance. En outre, puisque les
termes de saut d’une seule particule sont ne´gligeables, on s’attend a` une courbe d’aimantation qui
consiste de plateaux, se´pare´s par des sauts d’aimantation ou des phases interme´diaires e´troites.
Dans ce proce´de´, afin de de´crire l’interaction a` deux corps, tous les termes qui apparaissent pour la
premie`re fois a` ordre 10 ou moins sont conside´re´s (ordre 8 pour des termes avec trois ope´rateurs de
cre´ation et d’annihilation ou des termes d’interaction a` quatre corps). Les coefficients Cr1,r2,··· ,rn
sont calcule´s au 15ie`me ordre pour les interactions a` deux corps et a` 12ie`me ordre pour celles a` plu-
sieurs corps ce qui re´sulte dans un hamiltonien qui contient environ 15000 processus.
Puisque ce hamiltonien contient des termes hors-diagonaux positifs et ne´gatifs, la me´thode du
Quantum Monte Carlo (QMC) n’est pas applicable. Afin de de´duire le diagramme de phase du ha-
miltonien, la repre´sentation de Matsubara-Matsuda [109] est applique´e aux bosons de cœur dur qui
sont ensuite traite´s comme des spins-1
2
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FIG. VII.4: `A gauche : les processus dominants de chaque type pour J ′/J = 0.5 selon Dorieret
al. [90]. `A droite : des plateaux d’aimantation converge´s en fonction du potentiel chi-
mique µ et de J ′/J . La densite´ de bosons n est e´quivalente a` l’aimantation m/msat, et
µ correspond au champ magne´tique h. D’apre`s Dorier et al. [90].
minimise´e pour diffe´rentes mailles e´le´mentaires. Enfin, le diagramme de phase re´sultant est de´rive´
et nous le montrons dans la figure VII.4, a` droite. On voit (outre le plateau pour m = 1
2
qui n’est
pas montre´) que le plateau m = 1
3
est de´ja` tre`s grand pour des petits valeurs de J ′/J , et on constate
le fait remarquable de l’absence des plateaux m = 1
4
et m = 1
8
. Dorier et al. [90] argumentent que
l’absence de ces plateaux, qui sont pourtant observe´s dans les expe´riences [78, 79], pourrait eˆtre
duˆ a` des couplages supple´mentaires dans le compose´ SrCu2(BO3)2, par exemple des couplages du
type Dzyaloshinskii-Moriya ou des interactions entre les couches bidimensionnelles ou bien des
interactions a` plus longue porte´e. En revanche, d’autres plateaux avec une faible aimantation font
leur apparition progressivement avec J ′/J : ce sont les plateaux m = 2
9
, m = 1
6
, m = 1
9
et m = 2
15
.
En conside´rant ces plateaux de faible aimantation avec m < 1
3
, on remarque que le plateau m = 1
6
est plus grand que les autres plateaux pour J ′/J & 0.4. `A l’exception du plateau m = 2
15
, dont
on n’a pas conside´re´ une maille e´le´mentaire correspondante, ces plateaux sont aussi trouve´s par
Sebastian et al. [82] bien que le plateau m = 1
5
de Sebastian et al. puisse eˆtre exclu selon Dorier et
al..
Discutons maintenant, dans le reste du chapitre, la me´thode CORE applique´e au re´seau de Shastry-
Sutherland sous champ magne´tique. Des comparaisons avec les re´sultats de Dorier et al. [90] sont
faites puisque le mode`le effectif et les courbes d’aimantation the´oriques sont faciles a` comparer.
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2 L’approche de CORE a` diffe´rentes porte´es
Comme dans les exemples d’application pre´ce´dents, notre approche non-perturbative de la
me´thode de Contractor Renormalization (CORE, cf. la section 2 du chapitre III) au re´seau de
Shastry-Sutherland sous champ magne´tique (cf. l’e´quation (VII.1)) est fonde´e sur des dime`res,
c’est-a`-dire deux spins couple´s par une interaction J . Nous de´rivons un mode`le effectif pour
le triplet polarise´ |t+1〉 et plus pre´cise´ment, notre approche est base´e sur le singulet |s〉 et ce
triplet polarise´ |t+1〉 d’un dime`re. Cette base est aussi utilise´e dans la the´orie des perturba-
tions [90, 110, 192, 199, 200], discute´e dans la section 1.1 ainsi que dans l’approche de Dorier
et al. [90], discute´e dans la section 1.2 de ce chapitre.
Puisque CORE de´veloppe un hamiltonien effectif Heff comme une se´rie de contributions de blocs
de diffe´rentes tailles, l’amplitude de processus locaux peut de´ja` eˆtre tire´e de relativement petits
blocs. Nous conside´rons des blocs jusqu’une taille de 3 × 3 dime`res et pour le de´veloppement de
la se´rie, on a aussi besoin des blocs bidimensionnels de 2× 2 et 3× 2. Meˆme s’il n’est pas requis
pour la se´rie, nous calculons aussi les contributions d’un bloc de 4× 2 dime`res ce qui nous donne
des informations supple´mentaires.
Notons que, nume´riquement, la taille maximale accessible d’un bloc de la se´rie est de 3×3 dime`res,
soit 18 sites parce que ce bloc doit eˆtre diagonalise´ exactement de fac¸on nume´rique afin de trouver
ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Puisque le hamiltonien microscopique est diagonal par
blocs de la composante du spin Sz en raison de sa syme´trie SU(2), cette taˆche est e´quivalente a`
la diagonalisation exacte d’une matrice creuse de 48620 × 48620 (=18!/(9!9!)) pour Sz = 0, et
de 43758 × 43758 (= 18!/(10!8!)) pour Sz = 1, . . . . Par contre, seulement une petite fraction
(typiquement jusqu’a` quelques centaines) d’e´tats de basse e´nergie est cherche´e. Duˆ a` des e´tats
« fantoˆmes », la diagonalisation exacte n’est pas effectue´e avec le tre`s performant algorithme de
Lanczos (cf. la section III.1.1). On utilise plutoˆt les librairies d’alge`bre line´aire BLAS/LAPACK
pour des tailles de blocs moyennes ou bien l’algorithme de Davidson (cf. la section III.1.2) pour
des grands blocs ce qui limite la taille maximale a` 3× 3 dime`res.
Dans ce qui suit, nous allons aborder la validite´ de notre approche et ensuite discuter en grand
de´tail l’e´volution des processus avec la porte´e de notre approche. Ces re´sultats sont e´galement com-
pare´s avec les re´sultats perturbatifs jusqu’au quatrie`me ordre [110, 192, 199, 200] ainsi qu’avec
l’approche jusqu’au 15ie`me ordre de Dorier et al. [90]. Ensuite, dans la section suivante, nous
pre´sentons et discutons des courbes d’aimantation qui ont e´te´ de´rive´es avec la diagonalisation
exacte de notre mode`le effectif que nous comparons avec les courbes correspondantes que l’on
obtient a` partir du mode`le microscopique.
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(d)   J’/J=0.65
FIG. VII.5: (a) Les e´nergies du fondamental pour Sz = 0 et Sz = 1. L’e´tat garde´ par CORE pour
Sz = 0 (ligne tirete´e) est en de´saccord avec les re´sultats exacts pour J ′/J ≥ 0.8. (b)
Projection de l’e´tat fondamental sur la base tensorielle de CORE pour Sz = 0. Jusqu’a`
J ′/J = 0.75, sa projection est suffisante (crite`re : > 10−6) et l’e´tat fondamental est
accepte´. (c) Nombre d’e´tats de basse e´nergie ne´glige´s avant que CORE accepte le
premier e´tat : p. ex. pour J ′/J = 0.8, le troisie`me e´tat de plus basse e´nergie est accepte´.
Re´sultats (a) - (c) sont calcule´s avec 3 × 3 dime`res. (d) Poids de la matrice densite´
re´duite pour les e´tats d’un dime`re, calcule´ avec 8 dime`res pour J ′/J = 0.65.
2.1 Sur la validite´ de notre approche de CORE
Dans les figures VII.5 (a) - (c), diffe´rentes quantite´s caracte´ristiques d’un bloc de 3 × 3 dime`res
sont montre´es afin de faciliter la discussion de validite´ de notre approche de CORE, par exemple,
dans (a) nous pre´sentons les e´nergies des e´tats fondamentaux dans les secteurs Sz = 0 et Sz = 1.
On voit que notre approche de CORE a` porte´e 9 garde pour toutes les valeurs de J ′/J un e´tat
de singulets sur les 9 dime`res avec une e´nergie de ECORESz=0 = 9 × (−34)J = −6.75J comme e´tat
fondamental. Ceci s’explique avec le choix de deux e´tats garde´s pour un dime`re, a` savoir le singu-
let |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉. Ce choix ne pose aucun proble`me pour des valeurs J ′/J < 0.8
puisque pour 3 × 3 dime`res, cet e´tat est le vrai e´tat fondamental et la projection de cet e´tat sur la
base tensorielle de CORE est tre`s grande, comme le montre la figure VII.5 (b). La figure VII.5 (d)
souligne la fiabilite´ de notre approche de CORE : elle montre les poids de la matrice densite´ re´duite
des quatre e´tats d’un dime`re, calcule´s avec la diagonalisation exacte selon l’e´quation (III.20) d’un
re´seau de Shastry-Sutherland de 8 dime`res pour J ′/J = 0.65. On voit que la base de CORE,
le singulet |s〉 et le triplet polarise´ |t+1〉 re´unissent plus de 85% du poids total lors du processus
d’aimantation et que la base de CORE repre´sente par conse´quent les e´tats pertinents afin de cap-
turer la physique du syste`me. Pourtant, nous remarquons que le triplet |t0〉 repre´sente environ la
120
2. L’approche de CORE a` diffe´rentes porte´es
moitie´ du poids de la matrice densite´ re´duite du triplet polarise´ |t+1〉 pour des aimantations m ≤ 14
et que le triplet |t0〉 peut s’ave´rer important dans la description de certains aspects du re´seau de
Shastry-Sutherland [88, 206]. Ne´anmoins, nous fondons notre approche sur le singulet |s〉 et le
triplet polarise´ |t+1〉, qui constituent e´galement la base de l’approche perturbative et permettent
une interpre´tation dans le langage de bosons de cœur dur.
Quant aux poids de la matrice densite´ re´duite pour des plus petites valeurs de J ′/J , nous notons
que la situation est similaire avec celle illustre´e dans la figure VII.5 (d) pour J ′/J = 0.65, mais de-
vrait changer de fac¸on importante pour des valeurs plus e´leve´es. Comme le montre les figures VII.5
(a) et (b), pour J ′/J ≥ 0.8, l’e´tat fondamental est diffe´rent avec une plus basse e´nergie et puisque
sa projection sur la base tensorielle de CORE devient tre`s petite, cet e´tat est ne´glige´ dans le proce´de´
de CORE. En conse´quent, notre approche de CORE n’est pas capable de capturer ce changement
de la physique et on obtient un gap ne´gatif avec CORE. Cela montre que cette approche de CORE
ne marche certainement pas pour J ′/J ≥ 0.8, et avec la connaissance du point de transition de
phase (J ′/J)crit ≈ 0.71 [192, 193], on peut conclure que l’approche de CORE a` porte´e 9 n’est pas
fiable pour des valeurs J ′/J ≥ 0.7, mais marche de manie`re fiable jusqu’a` J ′/J ≃ 0.65.
Comme de´ja` discute´ dans la section 1 de ce chapitre, les interactions effectives a` longue distance
jouent un roˆle important, et parmi les termes de saut corre´le´, le saut au troisie`me voisin est le
terme dominant. En conse´quence, notre approche de CORE doit eˆtre fonde´e sur un bloc assez
large afin d’eˆtre capable de reproduire des tels processus. Ceci est e´galement indique´ par le calcul
de l’annulation du gap de spin pour les diffe´rentes porte´es de CORE dans la section suivante et
explique pourquoi notre approche de CORE a` porte´e 4 (soit 2 × 2 dime`res) ne peut pas marcher
correctement et on a en conse´quence besoin d’un grand bloc de 3× 3 dime`res afin de bien de´crire
le re´seau de Shastry-Sutherland. Avec les porte´es interme´diaires 6 (3 × 2 dime`res) et 8 (4 × 2
dime`res), on peut aussi de´river des processus a` plus longue distance, mais il faut pourtant eˆtre
prudent avec les re´sultats correspondants puisque ce sont des blocs rectangulaires. Ils pourraient
e´galement refle´ter une physique entre une et deux dimensions puisqu’il s’agit d’une double chaıˆne
de dime`res orthogonaux et on note une similarite´ avec l’exemple des e´chelles de spin a` deux ou
plusieurs montants [48] qui s’impose.
La validite´ de notre approche a` porte´e 9 (soit 3 × 3 dime`res) est encore consolide´e avec des
re´sultats qui sont pre´sente´s dans les sections suivantes, par exemple la comparaison d’amplitudes
des diffe´rents processus avec les re´sultats avec la the´orie des perturbations, comme discute´ dans
la section 2.2. L’argument le plus fort est sans doute le tre`s bon accord entre les re´sultats de la
diagonalisation exacte de notre mode`le effectif avec ceux du mode`le microscopique, pre´sente´ dans
la section 3.
1La diffe´rence entre les deux valeurs pour le point de transition de phase est due a` la taille finie de notre bloc de 3×3
dime`res.
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2.2 ´Evolution d’amplitudes de processus avec la porte´e de CORE
Les diffe´rentes tailles de blocs, et donc les diffe´rentes porte´es de notre approche de CORE, per-
mettent de retracer l’e´volution des amplitudes des diffe´rents processus en fonction de la porte´e de
l’approche de CORE. Ces processus incluent, par exemple, le potentiel chimique µ ou les interac-
tions a` deux ou trois corps a` diffe´rentes distances, comme illustre´ dans les figures VII.2 (a) et VII.3.
Cette e´volution peut e´galement eˆtre e´tudie´e pour les termes de saut corre´le´ qui sont illustre´s dans
les meˆmes figures. Par contre, en raison de leurs contributions ne´gligeables, les termes de saut
d’une seule particule isole´e ne sont pas pris en conside´ration dans cette discussion bien qu’ils
soient calcule´s et inclus dans le hamiltonien effectif.
Comme toutes les autres quantite´s que nous e´tudions dans ce qui suit, le potentiel chimique µ2, est
calcule´ avec une approche de CORE a` porte´e 4 (c’est-a`-dire un bloc de 2 × 2 dime`res), a` porte´e
6 (3 × 2 dime`res), a` porte´e 8 (4 × 2 dime`res) et a` porte´e 9 (3 × 3 dime`res). Les re´sultats sont
montre´s dans les figures VII.6 (a) ainsi que VII.7 (e) et (f) qui incluent e´galement une comparai-
son avec la the´orie des perturbations au quatrie`me ordre [192] (cf. l’e´quation (VII.3)). Les figures
montrent un tre`s bon accord entre les re´sultats de CORE et la the´orie des perturbations jusqu’a`
J ′/J ≈ 0.6. Pour ces couplages, nous obtenons de´ja` une bonne valeur avec l’approche a` porte´e 4
qui est presque identique avec le re´sultat perturbatif et les approches de CORE a` des plus grandes
porte´es n’apportent pas de changement important pour le calcul du potentiel chimique.
En revanche, pour des couplages J ′/J > 0.6, les diffe´rentes porte´es de CORE peuvent se dis-
tinguer de fac¸on importante du re´sultat perturbatif au quatrie`me ordre. D’abord, on remarque que
CORE a` porte´e 4 est toujours en bon accord avec la the´orie des perturbations, par exemple, µ est
nul pour J ′/J = 0.82 dans le calcul perturbatif contre J ′/J = 0.81 dans le calcul de CORE a`
porte´e 4. CORE a` porte´e 6 et a` porte´e 8 s’e´cartent des re´sultats perturbatifs a` partir de J ′/J = 0.7.
Pour les porte´es 6 et 8, on note e´galement une diffe´rence entre les dime`res horizontaux et verti-
caux que nous discutons dans ce qui suit. Dans ce cas, nous calculons le potentiel chimique en
moyennant les deux contributions des dime`res horizontaux et verticaux. Et finalement, des e´carts
importants entre CORE a` porte´e 9 et les re´sultats perturbatifs apparaissent a` partir de J ′/J = 0.6.
En conside´rant l’annulation du gap en fonction du couplage J ′/J (c’est-a`-dire µ(J ′/J) = 0), nous
notons que les re´sultats de CORE s’approchent du re´sultat exact (J ′/J)crit ≈ 0.7 [192, 193] si
on augmente la porte´e de CORE : le gap s’annule (c’est-a`-dire µ(J ′/J) = 0) pour J ′/J = 0.82
dans le calcul perturbatif contre J ′/J = 0.81 (CORE a` porte´e 4), J ′/J = 0.78 (CORE a` porte´e 6),
J ′/J = 0.75 (CORE a` porte´e 8) et enfin J ′/J = 0.73 (CORE a` porte´e 9). Ceci confirme la validite´
de notre approche a` plus grande porte´e, a` savoir porte´e 9.
Notons que le potentiel chimique est diffe´rent pour les dime`res verticaux et horizontaux si le bloc
est rectangulaire comme pour les exemples de porte´e 6 (3×2) et r = 8 (4×2). Cela fait penser a` la
re´alisation unidimensionnelle du mode`le Shastry-Sutherland, a` savoir la chaıˆne de dime`res ortho-
2Le gap de spin ∆s correspond a` un e´tat lie´ a` deux magnons, donc ∆s < µ.
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gonaux, traite´e dans le chapitre VI. Pour ce syste`me, la diffe´rence entre les dime`res horizontaux
et verticaux est cruciale puisque, jusqu’a` demi-aimantation, seulement une sorte des deux dime`res
est peuple´e par des particules tandis que l’autre reste vide. Par ailleurs, les hamiltoniens a` porte´e
4, 6 et 8 permettent e´galement l’e´tude de la double chaıˆne de dime`res orthogonaux. Par contre, si
notre approche au re´seau de Shastry-Sutherland est base´e sur des blocs carre´s comme r = 4 (2×2)
et r = 9 (3× 3), il n’y a pas de diffe´rence entre les deux sortes de dime`res.
Les interactions a` diffe´rentes distances sont de´finies dans les figures VII.2 (a) et VII.3 et les fi-
gures VII.6 (b)-(e), VII.7 (a)-(f) et VII.8 (a) et (b) montrent nos re´sultats pour ces quantite´s. En
raison de la diffe´rence du potentiel chimique pour les dime`res horizontaux et verticaux pour les
porte´es 6 et 8, les interactions diffe`rent aussi pour les deux sortes de dime`res, comme on le voit
dans les figures VII.6 (b)-(e). Par ailleurs, pour V3 et V ′3 seulement l’une des deux contributions est
montre´e puisque l’autre est inaccessible en raison de la ge´ome´trie. Dans les figure VII.7 (b) et (c),
par contre, la valeur moyenne est prise en compte pour les comparaisons.
En conside´rant les figures VII.6 (b)-(e), on remarque le tre`s bon accord entre la the´orie des pertur-
bations au troisie`me ordre [110, 199, 200] (cf. l’e´quation (VII.4)) et les re´sultats de CORE pour
les interactions dominantes V1 et V3 lors que J ′/J ≤ 0.5. Pourtant, les re´sultats de CORE a` porte´e
9 indiquent que V1 atteint son maximum pour J ′/J = 0.5 et V3 le sien pour J ′/J = 0.6 ce qui
est en contradiction avec les re´sultats perturbatifs. En outre, les interactions V1 et V3 sont ne´gatives
et donc attractives pour des plus grandes valeurs de J ′/J , mais ceci n’implique pas forcement la
formation de groupes de particules en raison d’autres interactions re´pulsives a` plusieurs corps. No-
tons aussi que, parmi les diffe´rentes porte´es de CORE, les approches a` plus courtes porte´es sont
ge´ne´ralement en meilleur accord avec les re´sultats perturbatifs au troisie`me ordre que l’approche a`
porte´e 9. Enfin, les figures VII.6 (c) et (e) montrent que les interactions V2 et surtout V ′3 sont beau-
coup moins importantes que V1 et V3. Soulignons le fait que les calculs perturbatifs au troisie`me
ordre est en tre`s bon accord avec les calculs CORE pour des valeurs J ′/J ≤ 0.5. Seulement, ils
sous-estiment V2 par rapport a` CORE et indiquent V ′3 = 0, contrairement au calculs de CORE aux
porte´es assez e´leve´es.
Les interactions sont encore plus de´taille´es dans les figures VII.7 (a)-(d) avec des e´chelles logarith-
miques pour chaque porte´e de CORE avec un bloc bidimensionnel : r = 4 (bloc de 2×2 dime`res),
r = 6 (3 × 2 dime`res), r = 8 (4 × 2 dime`res) et r = 9 (3 × 3 dime`res). ´Evidemment, les petites
porte´es ne permettent pas de calculer les interactions a` des longues distances. On remarque que
parmi toutes les interactions, la diffe´rence entre la the´orie des perturbations au troisie`me ordre et
les approches de CORE est la plus prononce´e pour l’interaction V2.
Enfin, les figures VII.7 (e) et (f) re´sument toutes les interactions discute´es a` deux corps en utilisant
une e´chelle line´aire et soulignent visiblement l’importance des termes V1 et V3. Pour l’approche a`
porte´e 9, nous montrons aussi deux processus a` trois corps, a` savoir V 3p3 et V
′3p
3 , qui ont la meˆme
ge´ome´trie que les interactions V3 et V ′3 , mais avec une particule supple´mentaire sur le dime`re au
centre. V 3p3 illustre le roˆle important que peuvent jouer les interactions a` plusieurs corps, meˆme
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FIG. VII.6: ´Evolution (a) du potentiel chimique µ et (b)-(e) des interactions a` deux corps a`
diffe´rentes distances en fonction de la porte´e r de CORE et du rapport des couplages
J ′/J : r = 4 (bloc de 2×2 dime`res), r = 6 (3×2), r = 8 (4×2) et r = 9 (3×3). Pour
les blocs rectangulaires (r = 6, 8) µ d’un dime`re horizontal n’est pas e´gal a` celui d’un
dime`re vertical. Ceci explique les diffe´rences des interactions pour les blocs rectan-
gulaires. Les re´sultats perturbatifs jusqu’au quatrie`me ordre (cf. les e´quations (VII.3)
et (VII.4)) sont donne´s pour comparition.
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(a)   CORE range-4 (2x2 dimers)
























(b)   CORE range-6 (3x2 dimers)
























(c)   CORE range-8 (4x2 dimers)
V6V7






















(d)   CORE range-9 (3x3 dimers)
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(f)   CORE range-9 (3x3 dimers)
µ
FIG. VII.7: ´Evolution des interactions a` deux corps en fonction du rapport des couplages J ′/J et
de la porte´e r de CORE : (a) bloc de 2× 2 dime`res (r = 4), (b) 3× 2 (r = 6), (c) 4× 2
(r = 8) et (d) 3 × 3 (r = 9). Les petits blocs permettent seulement des interactions
a` courte distance. Pour les blocs rectangulaires (r = 6, 8), les valeurs de V1 et V2
sont moyenne´es (Vhor+Vvert/2) afin de faciliter la comparaison. Pour r = 8 (e) et pour
r = 9 (f), une vue globale des interactions est donne´e. (f) inclut aussi des interactions a`
trois corps (V 3p3 et V ′3p3 ). Les lignes tirete´es indiquent les re´sultats perturbatifs jusqu’au
quatrie`me ordre (cf. les e´quations (VII.3) et (VII.4)).
125
Chapitre VII. Le re´seau de Shastry-Sutherland sous champ magne´tique

























(a)   Comparison CORE (full lines) <-> PCUT (dashed lines)





















(b)   Comparison CORE (full lines)
FIG. VII.8: Les interactions a` deux corps en fonction du rapport des couplages J ′/J : comparaison
des re´sultats de notre approche de CORE a` porte´e 9 (bloc de 3× 3 dime`res) avec ceux
de l’approche perturbative PCUTs de Dorier et al. [90] (lignes tirete´es). (b) est un
extrait de la figure (a) montrant les faibles interactions V ′3 , V5, V6 et V7.
si elles ne sont pas incluses dans notre discussion en raison de leur tre`s grand nombre dans le
hamiltonien effectif. Ici, nous nous limitons a` une discussion des interactions a` deux corps en rai-
son de leur importance pour le syste`me faiblement aimante´, mais nous notons que d’autres termes
apparaissent et deviennent pertinents pour des aimantations plus e´leve´es. Dans la section 3 de
ce chapitre, nous e´tudions donc notre mode`le effectif avec la diagonalisation exacte qui prend en
compte toutes les contributions a` une ou plusieurs particules de´rive´es avec la me´thode CORE. Cela
permet de comparer nos re´sultats avec des re´sultats exacts et non seulement perturbatifs.
Terminons la discussion des interactions avec la comparaison de nos re´sultats avec ceux de l’ap-
proche PCUTs de Dorier et al. [90], illustre´e dans la figure VII.8 (a) et (b). Premie`rement, on
remarque la meˆme hie´rarchie des interactions, qui est notamment V1 > V3 > V2 > V4 > V ′3 >(V5
et V7)> V6. Ceci montre de fac¸on ge´ne´rale l’importance des interactions a` courte distance parmi
les interactions a` deux corps. Deuxie`mement, on note le tre`s bon accord des deux approches pour
les interactions V1, V4, V5 et V7 pour un rapport des couplages J ′/J ≤ 0.5 et pour quelques inter-
actions au-dela` de cette valeur. Pour V3 on note une petite de´viation a` partir de J ′/J = 0.3 alors
que des relativement grands e´carts sont visibles pour les interactions V2, V3 et surtout V6. Remar-
quons que CPUTs sur-estime V2 par rapport a` notre approche de CORE tandis que la the´orie des
perturbations au troisie`me ordre [110, 199, 200] sous-estime cette interaction par rapport a` nos
re´sultats. Ne´anmoins, la diffe´rence la plus importante entre les deux approches est certainement la
chute de V1 a` partir de J ′/J = 0.5 avec des valeurs ne´gatives pour J ′/J > 0.6 qui sont calcule´es
avec l’approche de CORE a` porte´e 9. Les re´sultats de PCUTs indiquent que V1 devrait plutoˆt eˆtre
stabilise´e a` partir de J ′/J = 0.5.
En conclusion, notre approche de CORE a` porte´e 9 et les calculs de PCUTs de Dorier et al. [90]
donnent des re´sultats tre`s similaires pour les interactions a` deux corps ce qui est rassurant pour les
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deux puisqu’elles approchent le re´seau de Shastry-Sutherland diffe´remment et inde´pendamment.
En outre, le tre`s bon accord des deux approches avec la the´orie des perturbations au troisie`me ordre
pour J ′/J ≤ 0.5 est tout a` fait remarquable.
Apre`s les termes diagonaux du hamiltonien effectif, abordons dans ce qui suit les termes hors-
diagonaux, et plus pre´cise´ment les termes de saut corre´le´. Les figures VII.2 (b) - (d) en montrent
des illustrations sche´matiques et les re´sultats correspondants de nos calculs de CORE sont montre´s
dans les figures VII.9 (a) - (f). Comme pour les interactions a` deux corps, nous comparons nos
re´sultats avec les calculs de la the´orie des perturbations au troisie`me ordre [110, 200], donne´s dans
l’e´quation (VII.5). Rappelons que les processus de saut d’une seule particule isole´e sont ne´glige´s
dans les calculs perturbatifs. Nos re´sultats confirment que ces processus sont au moins un ordre de
grandeur plus petits que les termes de saut corre´le´ et en conse´quence ces premiers sont ne´glige´s
dans notre discussion.
Tandis que les figures VII.9 (a) - (e) montrent l’e´volution avec la porte´e de CORE de chaque terme
que nous discutons, la figure (f) montre une vue ge´ne´rale des diffe´rents termes. En conside´rant
cette dernie`re, on remarque que les processus dominants sont les termes ta3 et ta1h. Comme pour
les termes d’interaction, on observe que les termes de saut corre´le´ peuvent fortement de´pendre
de la ge´ome´trie : les deux termes ta′3 et ta1v sont largement domine´s par ta3 et ta1h, les termes
correspondants a` meˆme distance, mais avec une ge´ome´trie diffe´rente. On note en outre que, a` l’ex-
ception de ta1v et ta1h, tous les termes de saut corre´le´ que nous conside´rons sont bien capture´s par
la the´orie des perturbations au troisie`me ordre pour des couplages J ′/J ≤ 0.5. Par ailleurs, la va-
leur de PCUTs de Dorier et al. [90] pour le processus dominant, taPCUTs3 = 0.09 pour le couplage
J ′/J = 0.5, est en bon accord avec nos re´sultats aux diffe´rentes porte´es r : tar=63 = tar=93 = 0.09
et tar=83 = 0.08 et aussi en relativement bon accord avec le re´sultat perturbatif au troisie`me ordre
ta3ie`me3 = 0.11, pour le meˆme couplage respectivement. En revanche, pour ta1v et ta1h, les cal-
culs de CORE s’e´cartent des calculs perturbatifs au troisie`me ordre a` partir de J ′/J = 0.3. Pour
J ′/J ≤ 0.5, il est remarquable que nos calculs a` porte´es 4, 6 et 8 sont en bon accord avec les
calculs de PCUTs, c’est-a`-dire une approche perturbative au 15 ie`me ordre, tandis que nos re´sultats
a` porte´e 9 sont bien de´crits par la the´orie des perturbations au deuxie`me ordre [110, 200].
D’un point de vue ge´ne´ral, on constate pour les termes de saut corre´le´ que les re´sultats des
diffe´rentes porte´es de CORE coı¨ncident pour J ′/J ≤ 0.5 et des e´carts importants peuvent ap-
paraıˆtre a` partir de J ′/J = 0.55. Ceci nous indique que pour J ′/J ≥ 0.55 notre discussion des
processus de saut corre´le´ reste insuffisante et on peut donner deux explications potentielles, meˆme
si des re´sultats exacts ne sont pas disponible afin de re´soudre ce proble`me. Premie`rement, notre
approche de CORE ne marche pas bien et ces processus ne´cessitent une approche de CORE a`
plus longue porte´e. Afin de ve´rifier cette hypothe`se nous e´tudions notre mode`le effectif dans la
section suivante avec la diagonalisation exacte et comparons les re´sultats avec des re´sultats de dia-
gonalisation exacte du mode`le microscopique de Shastry-Sutherland. Deuxie`mement, a` partir de
J ′/J = 0.55, de nouveaux processus e´mergent et ces processus sont de´ja` inclus dans notre ha-
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ta1h (pert. theo. 2nd)
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FIG. VII.9: (a)-(e) : ´Evolution des sauts corre´le´s a` diffe´rentes distances en fonction de bloc de base
(et ainsi de la porte´e r) de CORE et du rapport des couplages J ′/J : r = 4 (bloc de
2× 2 dime`res), r = 6 (3× 2 dime`res), r = 8 (4× 2 dime`res) et r = 9 (3× 3 dime`res).
Les re´sultats perturbatifs jusqu’au troisie`me ordre (cf. l’e´quation (VII.5)) sont donne´s
afin de comparer. Les termes ta1v, ta2 et ta′3 sont nuls dans cette approche perturbative.
(f) donne une vue globale des termes de saut corre´le´s pour r = 9. Pour le terme ta1h
les re´sultats perturbatifs au deuxie`me et au 15ie`me (de Dorier et al. [90]) ordre sont
donne´s.
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miltonien effectif, mais ils ne sont pas discute´s en de´tail ici en raison de leur complexite´ et leur
potentiellement grand nombre. Pour ce cas, les calculs comparatifs avec la diagonalisation exacte
de la section suivante nous indiqueront que notre mode`le effectif est capable de de´crire le re´seau
de Shastry-Sutherland sous champ magne´tique pour J ′/J = 0.65.
3 Re´sultats de diagonalisation exacte du mode`le effectif
En appliquant la me´thode CORE, nous avons formule´ un mode`le effectif pour le re´seau de Shastry-
Sutherland sous champ magne´tique ce qui nous permet de de´river la courbe d’aimantation corres-
pondante. Dans ce but, nous conside´rons diffe´rentes tailles de syste`mes effectifs et diagonalisons le
hamiltonien effectif correspondant avec l’algorithme de Lanczos (cf. section III.1.1) pour chaque
secteur de la composante du spin Sz. Ceci nous donne l’e´nergie de l’e´tat fondamental pour les
diffe´rentes valeurs de Sz et la courbe d’aimantation peut en eˆtre tire´e, comme discute´ dans la sec-
tion 2 du chapitre II. En outre, nous avons calcule´ la corre´lation particule-particule a` partir du
mode`le effectif de CORE a` porte´e 9 pour deux exemples d’un plateau d’aimantation ce qui nous
donne des informations supple´mentaires sur la structure de ces plateaux. Outre ces calculs d’une
corre´lation statique, nous pre´sentons dans ce qui suit des courbes d’aimantation obtenues avec la
diagonalisation exacte du mode`le effectif a` diffe´rentes porte´es. Nous comparons nos re´sultats avec
les re´sultats exacts correspondants pour le mode`le microscopique afin de pouvoir juger la qualite´
de nos approches aux diffe´rentes porte´es et discutons des diffe´rences entre nos re´sultats et ceux
de Dorier et al. [90]. Nous e´tudions e´galement la stabilite´ des diffe´rents plateaux dans la limite
thermodynamique.
Les figures VII.10 (a) - (d) illustrent pour diffe´rents couplages J ′/J les courbes d’aimantation
de diffe´rents mode`les. Le mode`le microscopique est conside´re´ sur un bloc de
√
32 × √32 sites,
soit 16 dime`res et des mode`les effectifs de CORE sur un bloc de 4 × 4 sites effectifs qui corres-
pondent a` 16 dime`res. Notons d’abord que nous e´tudions des blocs de taille finie de N dime`res
et par conse´quent, nous n’obtenons pas de courbe d’aimantation avec une pente continue, mais




, · · · , 1 par rapport a` la valeur sature´e. Dans
notre e´tude, nous conside´rons les mode`les effectifs suivants : CORE a` porte´e 4, base´ sur un bloc
de 2× 2 dime`res, CORE a` porte´e 6 (3× 2 dime`res) et CORE a` porte´e 9 (3× 3 dime`res). En outre,
nous conside´rons le cas spe´cial de CORE a` porte´e « r4 ext » (porte´e 4, e´tendue) qui est fonde´e
sur un bloc de 2 × 2 dime`res avec les contributions supple´mentaires au troisie`me voisin dans la
direction horizontale et verticale. Cette approche se base donc sur 6 dime`res ((2 × 2) + 1 + 1)
au lieu de 4 seulement. Enfin, la porte´e « r6 ext » (porte´e 6, e´largie) est une approche utilisant la
porte´e 6 horizontalement (3×2 dime`res) et verticalement (3×2 dime`res) et couvre donc 8 dime`res
((3× 2) + 2).
En conside´rant les re´sultats exacts dans les figures VII.10 (a) - (d), on note des plateaux pour
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(a)   J’/J=0.2, N=32(exact), N=16 (CORE)

















(b)   J’/J=0.4, N=32(exact), N=16 (CORE)

















(c)   J’/J=0.5, N=32(exact), N=16 (CORE)

















(d)   J’/J=0.65, N=32(exact), N=16 (CORE)
FIG. VII.10: En fonction du couplage J ′/J , (a) - (d) montrent les courbes d’aimantation obtenues
a` partir du mode`le microscopique de Shastry-Sutherland pour N = 32 sites et du
mode`le effectif de CORE a` diffe´rentes porte´es pour Neff = 16 sites effectifs qui







sont permis dans ce re´seau.
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dont la position et la taille de´pendent du rapport J ′/J . On remarque que l’ap-
proche de CORE a` porte´e 4 donne une bonne valeur pour la taille du plateau m = 0 qui ne
correspond pas directement au gap de spin en raison d’e´tats lie´s de deux triplets [137, 207]. En
revanche, cette approche n’est pas capable de de´crire le processus d’aimantation puisque la courbe
correspondante s’e´carte conside´rablement de la courbe exacte dans les 4 exemples montre´s. Il est
inte´ressant de voir que l’approche a` porte´e « 4 ext », par contre, est de´ja` une grande ame´lioration
par rapport a` l’approche a` porte´e 4. Surtout pour des petites valeurs de J ′/J et des valeurs in-
terme´diaires de J ′/J , ainsi que pour des faibles aimantations (m ≤ 1
2
), la porte´e « 4 ext » donne
de tre`s bons re´sultats. Meˆme si elle sous-estime tre`s nettement le plateau m = 1
2
pour des valeurs
interme´diaires et des plus grandes valeurs de J ′/J , cette approche simpliste donne des re´sultats
d’une qualite´ e´tonnante.
L’analyse des re´sultats a` porte´e 6 et « 6 ext », en revanche, est moins e´vidente : comme la porte´e 4,
la porte´e 6 e´choue a` retracer la courbe exacte, et comme la porte´e 4, elle donne une bonne valeur
pour le plateau m = 0. Mais la porte´e « 6 ext » n’arrive pas a` ame´liorer les re´sultats de la porte´e
6 de fac¸on fiable. Pour deux exemples (J ′/J = 0.2 et 0.5, voir les figures VII.10 (a) et (c)), les
re´sultats base´s sur CORE a` porte´e « 6 ext » sont en bon voire tre`s bon accord avec les re´sultats
exacts, mais pour les deux autres exemples (J ′/J = 0.4 et 0.65, voir les figures VII.10 (b) et (d)),
les e´carts sont importants et la me´thode e´choue.
Parmi les diffe´rentes porte´es de CORE, les re´sultats de l’approche de CORE a` porte´e 9, enfin,
donnent le meilleur accord avec les courbes exactes, surtout pour des petites valeurs et des valeurs
interme´diaires du couplage J ′/J : pour J ′/J = 0.2 (cf. figure VII.10 (a)), on remarque que les
re´sultats exacts et ceux de CORE a` porte´e 9 sont pratiquement identiques ce qui est aussi le cas
pour J ′/J = 0.4 (cf. figure VII.10 (b)) pour une faible aimantation. En revanche, pour des valeurs
d’aimantation m > 1
2
, qui sont moins importantes pour nous, on note des diffe´rences entre les
deux approches. Aussi pour J ′/J = 0.5 (cf. figure VII.10 (c)), cette approche de CORE donne de
bons re´sultats jusqu’a` m = 1
2
, mais sous-estime le plateau m = 1
2
de fac¸on non ne´gligeable. Pour
m > 1
2
, des grands e´carts avec la courbe exacte sont visible et finalement, pour J ′/J = 0.65 (cf.
figure VII.10 (d)) on doit constater que cette approche a des grandes difficulte´s : pour le plateau
m = 0, qui est bien reproduit par les autres porte´es de CORE, les re´sultats de porte´e 9 montrent
une tre`s large de´viation des re´sultats exacts. Non seulement le comportement a` forte aimantation,




ce qui ne correspond pas aux re´sultats exacts.
En conclusion, la comparaison des courbes d’aimantation des diffe´rentes approches de CORE
avec la courbe exacte re´ve`le que CORE doit eˆtre applique´e au re´seau de Shastry-Sutherland a` plus
longue porte´e possible. L’approche a` porte´e 9 est capable de bien de´crire le processus d’aimanta-
tion jusqu’a` des valeurs interme´diaires de J ′/J , mais a visiblement des difficulte´s pour les rapports
du couplage e´leve´s comme J ′/J = 0.65, la valeur qui correspond au compose´ SrCu2(BO3)2. Pour-
tant, CORE a` porte´e 9 permet d’approcher cette valeur et on peut ne´anmoins tirer des conclusions
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sur la physique de ce compose´. Dans ce contexte, le succe`s de notre approche a` porte´e « 4 ext » est
tout a` fait remarquable puisqu’il s’agit d’une approche minimaliste qui inclut le potentiel chimique
µ et qui de´crit les interactions V1, V2 ainsi que les termes de saut corre´le´ ta1h, ta1h et ta2 (cf. les
figures VII.2 et VII.3 pour la de´finition de ces termes). Avec la contribution au troisie`me voisin
(qui lui apporte l’ajout « ext », soit « e´largie »), on tient aussi compte de V3 et V ′3 ainsi que de
ta3 et ta′3. Il s’agit d’une premie`re estimation calcule´e avec une chaıˆne de seulement trois dime`res
orthogonaux et pourtant, ces contributions font visiblement la diffe´rence. Rappelons aussi que les
interactions a` plus longue distance V6 et V7 ne sont de´crites ni avec cette approche a` porte´e « 4
ext » ni avec l’approche a` porte´e 9.
Apre`s avoir justifie´ le choix de l’approche a` porte´e 9 parmi les diffe´rentes porte´es de CORE, nous
effectuons dans ce qui suit une analyse quantitative de cette approche en la comparant avec des
re´sultats exacts. Dans les figures VII.11 (a) et (c), nous montrons des courbes d’aimantation qui
ont e´te´ calcule´es pour le mode`le microscopique de Shastry-Sutherland avec J ′/J = 0.5 pour un
re´seau carre´ de N = 32 et N = 36 sites (soit 16 et 18 dime`res), respectivement. Ces deux figures
incluent e´galement nos re´sultats pour N = 32 et N = 36 sites, calcule´s a` porte´e 9 de CORE, qui
permettent de comparer directement les deux approches. Les diagrammes de phase correspondants
sont illustre´s dans les figures VII.11 (b) et (d) et indiquent diffe´rents plateaux d’aimantation en





















. En outre, dans les figures VII.11
(a) et (c), nous pre´sentons une partie de la courbe d’aimantation qui est calcule´e pour 32 et 36
sites effectifs ce qui correspond a` 64 et 72 sites du mode`le microscopique. Le fait que ces tailles
du re´seau effectif soient accessibles constitue une ame´lioration importante qui est rendue possible
graˆce a` la re´duction de l’espace de Hilbert du mode`le effectif de CORE. Pourtant, nous ne pouvons
pas calculer la courbe d’aimantation comple`te du syste`me de 32 ou 36 sites effectifs parce que pour
des aimantations moyennes m ∼ 1
2
, l’espace de Hilbert est tre`s grand. Nous ne pouvons re´soudre
le mode`le effectif que pour faible aimantation (m . 1
3
) ou bien pour aimantation e´leve´e (m & 2
3
).
Comme de´ja` discute´ au-dessus, pour J ′/J = 0.5 et N = 32 on observe un bon accord entre les cal-
culs de CORE a` porte´e 9 et les calculs exacts, surtout pour faible aimantation, c’est-a`-dire m ≤ 1
2
.
Nous confirmons ces re´sultats avec un calcul pour un re´seau effectif a` taille double´e (N = 64)
que nous effectuons pour faible aimantation et pour aimantation e´leve´e : duˆ a` la tre`s grande taille
de l’espace de Hilbert, nous ne pouvons pas acce´der a` des aimantations moyennes m ∼ 1
2
. Les
re´sultats pour J ′/J = 0.5 et N = 36 montrent e´galement un tre`s bon accord entre les deux ap-
proches ou` la courbe du mode`le effectif est encore confirme´e pour des faibles aimantations par des
calculs pour un re´seau effectif a` taille double´e (N = 72). Le tre`s bon accord entre les deux ap-
proches se retrouve aussi dans les diagrammes de phase, montre´s dans les figures VII.11 (b) et (d) :
pour N = 32 (figure VII.11 (b)), on trouve un accord remarquable entre notre approche de CORE







, mais aussi pour leurs
positions exactes, c’est-a`-dire leurs de´buts et leurs fins en fonction du couplage J ′/J . Seulement
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(a)   J’/J=0.5































(c)   J’/J=0.5


















FIG. VII.11: (a) Courbes d’aimantation obtenues a` partir du mode`le microscopique de Shastry-
Sutherland et du mode`le effectif de CORE a` porte´e 9, pour un re´seau de N = 32
sites ainsi que les re´sultats de CORE pour N = 64. (b) Diagramme de phase pour
N = 32 en fonction du couplage J ′/J et du champ magne´tique h/J : les re´sultats
exacts (points) et de CORE (lignes tirete´es) montrent un bon accord pour la position







qui sont permis dans ce re´seau. (c) et
(d) correspondent a` (a) et (b) pour N = 36 et N = 72. Pour N = 36, des plateaux













sont possibles. Le plateau m = 1
4
, par contre, n’est pas
accessible avec N = 36 et pour N = 72, cette structure n’est pas stable en raison de
la ge´ome´trie du re´seau.
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des petites de´viations entre les calculs de CORE et les calculs exacts sont visibles pour le plateau
m = 1
2
lors de J ′/J ≥ 0.475. La situation est similaire pour N = 36 (figure VII.11 (d)), ou` le











, calcule´es avec les deux approches, coı¨ncident de fac¸on impressionnante a` l’exception du
plateau m = 1
2
pour J ′/J ≥ 0.45. Ceci souligne la grande qualite´ de notre approche de CORE a`
porte´e 9 au re´seau de Shastry-Sutherland sous champ magne´tique.
En conclusion, les deux exemples montrent tre`s nettement et sans laisser de doute que notre ap-
proche a` porte´e 9 est bien justifie´e afin de calculer le processus d’aimantation du re´seau de Shastry-
Sutherland jusqu’a` demi-saturation et pour des couplages J ′/J . 0.5. Elle est capable de calculer
de manie`re fiable la position pre´cise des plateaux accommodables sur un re´seau de taille finie. Ceci
est encore concre´tise´ avec la discussion suivant de la taille des diffe´rents plateaux et leur pertinence
dans la limite thermodynamique que l’on calcule en utilisant notre approche CORE et celle de de
Dorier et al. [90]
Rappelons le diagramme de phase de Dorier et al. [90], obtenus avec la me´thode de PCUTs et















. En revanche, contrairement au re´sultats
de Sebastian et al. et aux autres e´tudes expe´rimentales [78, 79], Dorier et al. constatent l’absence





dans leurs re´sultats. Comme le montre la figure VII.12 pour J ′/J = 0.5,








tion de la taille de ces plateaux nous donne des valeurs finies dans la limite thermodynamique. En
outre, notre approche de CORE arrive a` calculer de manie`re pre´cise le plateau m = 0 qui diffe`re
du gap de spin a` cause d’e´tats lie´s de deux triplets [137, 207]. En plus, des plateaux, qui sont plus











typiques entre 0.01J et 0.05J .
Les contradictions entre les approches the´oriques et les re´sultats expe´rimentaux a` propos de
quelques plateaux d’aimantation demandent certainement plus d’e´tudes des deux coˆte´s. Pourtant,





sont tre`s stables dans nos calculs puisque leurs tailles restent constantes lorsqu’on
double la taille de notre re´seau effectif de N = 32 a` N = 64 sites. Par ailleurs, l’absence de ces
deux plateaux dans les calculs de PCUTs pourrait e´largir le plateau m = 1
6
qui a une taille a` peu
pre`s double´e par rapport a` nos calculs. Le cas est plus difficile pour les plateaux de plus basse ai-
mantation qui ne´cessitent une grande pre´cision des calculs the´oriques. Notons dans ce contexte que
notre approche nous permet de calculer l’e´nergie de l’e´tat fondamental pour J ′/J = 0.5, N = 32
et m = 1
8
avec une erreur relative de 0.3% et que notre mode`le effectif est e´tudie´ de manie`re non
biaise´e en utilisant la diagonalisation exacte. Enfin, le fait que nous n’observons pas de plateaux
m = 2
15
(observe´ avec PCUTs [90]) ou m = 1
7
et m = 1
5
(mesure´s par Sebastian et al. [82] est duˆ au
choix des tailles de re´seaux effectifs pour notre e´tude. Par exemple, la limitation des tailles acces-
sibles avec les me´thodes nume´riques rend impossible de calculer la taille du plateau d’aimantation
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FIG. VII.12: Stabilite´ des plateaux d’aimantation pour m < 1
2
dans la limite thermodynamique :
pour J ′/J = 0.5, les tailles des plateaux sont calcule´es avec le mode`le microscopique
(symboles vides) et avec le mode`le effectif de CORE a` porte´e 9 (symboles pleins)
pour diffe´rentes tailles de re´seaux finies.
m = 2
15
puisqu’une plus grande maille e´le´mentaire est requise.
Nous terminons notre discussion du re´seau de Shastry-Sutherland avec une analyse approfondie
des plateaux d’aimantation m = 1
4
et m = 1
3
. Dans ce but, nous appliquons l’algorithme de
Lanczos (cf. les sections 1.1 et 1.3 du chapitre III) au mode`le effectif de CORE a` porte´e 9 pour
des re´seaux effectifs de Neff = 32 et Neff = 36 ce qui correspond au re´seau de Shastry-Sutherland
avec 64 et 72 sites, respectivement. Nous montrons les re´sultats de ce calcul dans les figures VII.13
et VII.14.
Conside´rons d’abord la figure VII.13, qui montre la structure du plateau m = 1
4
pour un re´seau
effectif de N =
√
32 × √32 sites. Nous utilisons les conditions aux bords pe´riodiques et par
conse´quent, les sites aux quatre coins du cadre sont e´quivalents. Les cercles bleues montrent la
corre´lation entre le site du cercle et une particule au coin du re´seau effectif et indiquent donc la
pre´sence ou l’absence d’une particule sur ce site. Sauf aux quatre coins, on observe e´galement des
particules aux milieux des quatre coˆte´s et au centre du re´seau. Cette structure s’explique comme
suit : pour le plateau m = 1
4
, on observe des bandes remplies par des particules qui se trouvent








. On trouve une bande supple´mentaire milieu de ces deux bandes et on observe par conse´quent
que le re´seau effectif de Neff =
√
32 × √32 sites est couvert par des bandes de particules qui
sont se´pare´es l’une de l’autre par trois bandes vides. Notre calcul indique que l’e´tat fondamental
n’est pas de´ge´ne´re´ et pour des tailles finies on conserve donc la syme´trie de rotation. Ceci explique
l’existence de trois bandes de´crites et de trois bandes que l’on trouve en effectuant une rotation de
90◦ = pi
2
. Ainsi, les deux autres coˆte´s du re´seau effectif sont couvertes par des bandes de particules,





, avec une bande supple´mentaire au milieu entre ces deux
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FIG. VII.13: Corre´lation statique particule-particule du mode`le Shastry-Sutherland pour le plateau
m = 1
4
. Nos calculs sont base´s sur le mode`le effecif a` porte´e 9 et effectue´s pour
un re´seau effectif de Neff =
√
32 × √32 sites, indique´ par le cadre. En raison des
conditions aux bords pe´riodiques, les sites aux quatre coins du re´seau effectif sont
e´quivalents. La taille des cercles bleues indique la grandeur de la corre´lation entre
une particule sur le site du cercle avec la particule situe´e a` l’origine (cercle vide aux
coins) du re´seau. Plus de de´tails sont discute´s dans le texte.
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FIG. VII.14: Corre´lation a` temps e´gaux particule-particule du mode`le Shastry-Sutherland pour le
plateau m = 1
3
.
`A gauche, des re´sultats base´s sur le mode`le effectif a` porte´e 9 pour un
re´seau effectif de Neff = 6×6 sites, indique´ par le cadre. En raison des conditions aux
bords pe´riodiques, les sites aux quatre coins du re´seau effectif sont e´quivalents. La
taille des cercles bleues indique la grandeur de la corre´lation entre une particule sur le
site du cercle avec la particule situe´e a` l’origine (cercle vide aux coins) du re´seau. `A
droite, la structure de ce plateau selon Momoi et Totsuka [110], ou` des particules sont
indique´es par les liens noirs, montre un bon accord avec nos re´sultats. On remarque
une bande diagonale occupe´e qui est se´pare´e de la prochaine bande occupe´e par deux
bandes vides.












qui est invariante par
rapport a` une rotation de pi
2
. On observe une distribution de particules qui est plus e´leve´e si des
bandes orthogonales se croisent, comme au milieu des coˆte´s et au milieu du re´seau. Les autres
sites appartenant a` une seule bande de particules ont par conse´quent des cercles dont la taille est
plus petite que celles de deux bandes croise´es. En outre, on remarque que hors des bandes de´crites,
il existe des petits cercles a` coˆte´ des points de croisement qui ne devraient pas eˆtre pre´sents dans
un e´tat purement statique.
La situation pour le plateau m = 1
3
se pre´sente diffe´remment, comme nous illustrons dans la
figure VII.14. `A gauche, nous montrons la structure du plateau m = 1
3
pour un re´seau effectif
de Neff = 6 × 6 sites. Comme pour le plateau m = 14 , on trouve que la structure du plateau est
caracte´rise´e par des bandes diagonales de particules qui sont se´pare´es par deux bandes vides. Par
exemple, une telle bande peut eˆtre observe´e entre le coin du re´seau effectif en bas, a` gauche et le
coin en haut, a` droite. Il est important de noter que les autres deux coins du re´seau ne sont pas lie´s
avec une bande de particules ce qui nous indique clairement la brisure de la syme´trie de rotation.
Les calculs base´s sur le mode`le effectif a` porte´e 9 re´sultent dans un e´tat fondamental exactement
137
Chapitre VII. Le re´seau de Shastry-Sutherland sous champ magne´tique
de´ge´ne´re´ qui brise la syme´trie de rotation. Nous obtenons donc des bandes paralle`les de particules,
comme illustre´ dans la figure VII.14, a` droite.
Ge´ne´ralement, pour une telle configuration, les spins sont couple´s au re´seau, ce qui re´sulte dans une
de´formation de ce dernier. Cet effet est mesurable en analysant la structure de la maille e´le´mentaire
avec des expe´riences de re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN), par exemple. Kodama et al. [80]
ont effectue´ une e´tude RMN pour le plateau m = 1
8
du compose´ SrCu2(BO3)2 et nous rappelons
que la figure I.12 en montre les re´sultats (cf. la section 2.2 du chapitre I). Une e´tude RMN du
plateau m = 1
3
serait souhaitable, or des telles expe´riences ne sont pas encore envisageable en
raison du besoin de champs magne´tiques statiques trop e´leve´s.
4 Conclusion partielle
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une discussion de´taille´e du re´seau de Shastry-Sutherland, en
particulier pour des valeurs d’interactions qui caracte´risent le compose´ SrCu2(BO3)2. L’approche
CORE que nous utilisons afin de de´river des mode`les effectifs se base sur le singulet et le triplet
polarise´ et constitue par conse´quent l’approche CORE la plus simple. Ne´anmoins, cette approche
est bien justifie´e et valable pour des couplages non perturbatifs qui sont proches de la valeur que
l’on trouve pour le compose´ SrCu2(BO3)2. Nous comparons les mode`les effectifs re´sultants avec
d’autres approches the´oriques et ge´ne´ralement, nous trouvons un bon accord avec une approche
perturbative qui inclut des termes jusqu’au 15ie`me ordre. Une analyse quantitative qui compare des
termes d’interaction entre deux particules montre que ces deux approches inde´pendantes trouvent
des mode`les effectifs similaires. En plus, nous re´solvons des re´seaux effectifs avec la diagonalisa-
tion exacte, une approche non biaise´e, et nous montrons la stabilite´ de plusieurs plateaux d’aiman-







. Notre analyse quantitative re´ve`le e´galement










. La comparaison avec des donne´es exactes
souligne la validite´ ainsi que la pre´cision de notre approche. Ces re´sultats sont tre`s inte´ressants
dans le contexte d’expe´riences contradictoires quant a` la stabilite´ de diffe´rents plateaux pour le
compose´ SrCu2(BO3)2. Nous remarquons que les diffe´rences entre les approches the´oriques de-
mandent une e´tude non biaise´e et syste´matique qui combine les ide´es du champ moyen avec celles
de la diagonalisation exacte. Ceci permettrait d’acce´der aux re´seaux ne´cessaires afin de discuter la
stabilite´ relative de plateaux a` faible aimantation, comme m = 2
15
. Enfin, nous illustrons la struc-
ture des deux plateaux m = 1
4
et m = 1
3
en calculant la corre´lation statique particule-particule
a` partir du mode`le effectif et trouvons un excellent accord avec les structures propose´es dans la
litte´rature.
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Les aimants quantiques sous champ magne´tique offrent une physique particulie`rement riche en
montrant une multitude de phases conventionnelles et exotiques. Pourtant l’e´tude de ces mate´riaux
est difficile a` effectuer et nous proposons la de´rivation de hamiltoniens effectifs afin de capturer
les proprie´te´s essentielles de basse e´nergie du syste`me. Dans ce but, nous utilisons la me´thode
non perturbative « Contractor Renormalization (CORE) » qui permet de re´duire la complexite´ du
proble`me en tronquant son espace de Hilbert.
Apre`s avoir introduit les notions indispensables des aimants quantiques sous champ magne´tique,
nous e´tudions diffe´rents syste`mes de dime`res couple´s en appliquant la me´thode CORE. Avec l’ex-
ception du cas d’une e´chelle de spin avec trois interactions du meˆme ordre de grandeur, l’approche
CORE se base sur deux e´tats d’un dime`re, a` savoir le singulet et le triplet polarise´ qui sont les
degre´s de basse e´nergie d’un dime`re sous champ magne´tique. Cette base intuitive est aussi uti-
lise´e pour diffe´rentes approches perturbatives et nous permet de de´river un mode`le effectif qui
s’interpre`te comme mode`le de bosons de cœur dur. Par contre, l’approche perturbative est souvent
limite´e a` des mode`les avec une interaction largement dominante par rapport a` d’autres interactions,
tandis que l’approche CORE e´tant non perturbative montre des ame´liorations importantes pour des
syste`mes avec plusieurs interactions en compe´tition. Les mode`les de l’e´chelle de spin, la bicouche
de Heisenberg anisotrope et le re´seau de Shastry-Sutherland que nous traitons dans cette the`se en
sont des exemples.
Graˆce aux mode`les effectifs que nous de´rivons dans cette the`se, nous effectuons une analyse
pre´cise de l’existence de plateaux d’aimantation. En analysant le comportement des e´chelles de
spin fortement frustre´s sous champ magne´tique, nous testons un crite`re alternatif afin de choisir la
base de CORE. En cas de doute, le crite`re alternatif, qui est le poids de la matrice densite´ re´duite,
s’ave`re plus fiable que le crite`re initial qui conside`re les e´nergies des e´tats en question. Dans le cas
de la chaıˆne de dime`res orthogonaux pour des aimantations m ≤ 1
2
, nous sommes capables de re-
tracer une se´rie infinie de plateaux d’aimantation et pour la bicouche de Heisenberg nous trouvons
un plateau m = 1
2
avec des moyens tre`s modestes. En plus, pour ce dernier syste`me, le mode`le
effectif a` porte´e 4, qui se fonde sur une plaquette de quatre dime`res, de´crit des processus favorisant
une phase supersolide. Enfin, notre e´tude du re´seau de Shastry-Sutherland montre la stabilite´ de
plusieurs plateaux a` faible aimantation. Ces re´sultats sont de grande pertinence dans le contexte
des expe´riences sur le compose´ SrCu2(BO3)2. En raison de la re´duction de l’espace de Hilbert,
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nous effectuons des calculs pour des grands re´seaux effectifs qui nous permettent de de´duire quan-
titativement la stabilite´ de plateaux dans la limite thermodynamique. Pour ces re´seaux effectifs,
qui sont trop grands pour eˆtre traite´s avec la diagonalisation exacte, nous effectuons e´galement une
analyse de la structure des plateaux m = 1
4
et m = 1
3
montrant un bon accord avec les structures
propose´es dans la litte´rature.
Plusieurs mode`les que nous abordons dans cette the`se ne sont pas accessibles a` certaines des
me´thodes nume´riques qui constituent l’e´tat de l’art dans le domaine des fermions fortement
corre´le´s. Par exemple, la bicouche de Heisenberg et le re´seau de Shastry-Sutherland e´tant des
syste`mes bidimensionnels ne peuvent pas eˆtre traite´s avec le DMRG. En plus, avec l’exception de
la bicouche de Heisenberg anisotrope, les mode`les conside´re´s sont ge´ne´ralement frustre´s ce qui ex-
clut l’application du QMC. L’approche CORE s’ave`re tre`s utile dans ce contexte en permettant de
traiter des syste`mes unidimensionnels et bidimensionnels, en pre´sence d’interactions frustrantes et
e´galement en leur absence. Dans certains cas, ceci permet de de´river un mode`le effectif non frustre´
que l’on peut e´tudier avec le QMC.
Pourtant, CORE n’est probablement pas capable de remplacer les me´thodes e´tablies. Comme une
bonne connaissance de la physique du syste`me est ne´cessaire pour un bon choix de la base de
CORE, il s’agit plutoˆt d’une me´thode comple´mentaire. Ne´anmoins, d’autres mode`les peuvent eˆtre
e´tudie´s avec cette approche, comme d’autres syste`mes de dime`res couple´s en pre´sence ou absence
d’un champ magne´tique, par exemple. Il est e´galement envisageable de de´river des mode`les effec-
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Re´sume´
Cette the`se aborde des questions relatives a` la physique d’aimants quantiques unidimension-
nels et bidimensionnels sous champ magne´tique. En utilisant des me´thodes nume´riques, nous
conside´rons des syste`mes de dime`res couple´s, de´crits avec des mode`les d’e´lectrons fortement
corre´le´s que sont l’e´chelle de spin, la chaıˆne de dime`res orthogonaux en une dimension ainsi
que la bicouche de Heisenberg et le re´seau de Shastry-Sutherland en deux dimensions. L’ob-
jectif e´tant de de´river des hamiltoniens effectifs, nous nous servons de la me´thode « Contrac-
tor Renormalization (CORE) », une technique non perturbative de renormalisation dans l’es-
pace re´el qui est capable de reproduire les proprie´te´s de basse e´nergie du syste`me tout en
re´duisant sa complexite´. L’examen du mode`le effectif, soit par des moyens analytiques soit
nume´riquement en re´solvant des syste`mes effectifs avec la diagonalisation exacte, nous per-
met de conclure sur la physique du syste`me, en particulier l’existence de plateaux d’aiman-
tation. Nos re´sultats sont compare´s avec l’e´tude nume´rique exacte du mode`le microscopique
d’une part et avec d’autres approches the´oriques d’autre part. Graˆce au fait que nous e´tudions
des mode`les caracte´risant des compose´s re´els, nous discutons e´galement nos re´sultats en rap-
port avec des donne´es expe´rimentales. Par exemple, nous proposons la stabilite´ de nouveaux pla-
teaux d’aimantation sur le re´seau de Shastry-Sutherland, ce qui motive son e´tude expe´rimentale.
Abstract
This thesis deals with the physics of one- and two-dimensional quantum magnets in a magnetic
field. Using numerical methods, we consider coupled dimer systems which are described with
models of strongly correlated electrons: namely, the spin ladder and the orthogonal dimer chain
in one dimension as well as the Heisenberg bilayer and the Shastry-Sutherland lattice in two
dimensions. In order to derive effective hamiltonians, we apply the method of ”Contractor
Renormalization (CORE)” which is a non-perturbative real-space renormalization technique
capable of reproducing the low-energy physics of a system while reducing its complexity.
The analysis of the effective model – either with analytical means or numerically by solving
effective systems with exact diagonalisation – allows us to conclude on the physics of the
system and in particular on the existence of magnetization plateaux. We compare our results
both with exact numerical studies of the microscopic model and with other theoretical ap-
proaches. Since we study models characterizing real compounds, we also discuss our results
in the light of experimental data. For example, we suggest the stability of new magneti-
zation plateaux for the Shastry-Sutherland lattice which asks for experimental clarification.
